
Algebra 3, Januar 2015. 24. januar 2015.

1. Odrediti potpo	a korenskog po	a polinoma (X2 − 2)(X3 − 2) nad Q.

Rexe�e. Koreni datog polinoma su ±
√
2, 3
√
2, ε 3
√
2, ε2 3
√
2, gde je ε = −1

2
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primitivan tre�i

koren iz jedinice. Prema tome korensko po	e je K = Q(
√
2, 3
√
2, i
√
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Primetimo da je |Q(
√
2, 3
√
2) : Q| = 6, xto zak	uqujemo posmatraju�i lance Q ≤ Q(

√
2) ≤ Q(

√
2, 3
√
2)
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√
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da je |Q(
√
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√
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√
2, 3
√
2)| = 2, pa je |K : Q| = 12.

Kako je |Q( 3
√
2, i
√
3) : Q| = 6 (isti argument kao i gore) zak	uqujemo da

√
2 /∈ Q( 3
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√
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√
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√
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√
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√
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3) = K. Tako�e primetimo da su po	a

Q(
√
2) i Q( 3

√
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√
3) Galoaova nad Q jer su korenska po	a redom polinoma X2 − 2 i X3 − 2 nad Q.

Prema tome:

G = Gal(K/Q) ∼= Gal(Q(
√
2)/Q)×Gal(Q(

3
√
2, i
√
3)/Q) ∼= Z/2Z× D3.
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Ako je Gal(Q(
√
2)/Q) = {idQ, f} (gde f :

√
2 7→ −

√
2) i Gal(Q( 3

√
2, i
√
3)/Q) = {idQ, ρ, ρ2, σ, σρ, σρ2}

(ove automorfizme �emo kasnije odrediti), tada se lako mo�e izraqunati da je dijagram podgrupa

od G:

G

〈f, ρ〉 〈σ, ρ〉

〈f, σ〉 〈f, σρ〉 〈f, σρ2〉

〈ρ〉
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〈idQ〉

U slede�oj tabeli su date informacije o elementima Gal(Q( 3
√
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√
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Standardnim raqunom fiksnih po	a dobijamo slede�e rezultate.

Fiksna po	a podgrupa reda 2 su: K〈f〉 = Q( 3
√
2, i
√
3), K〈σ〉 = Q(

√
2, 3
√
2), K〈σρ〉 = Q(

√
2, ε 3
√
2) i

K〈σρ
2〉 = Q(

√
2, ε2 3
√
2).

Fiksno po	e podgrupe reda 3 je: K〈ρ〉 = Q(
√
2, i
√
3).

Fiksna po	a podgrupa reda 4 su: K〈f,σ〉 = Q( 3
√
2), K〈f,σρ〉 = Q(ε 3

√
2) i K〈f,σρ

2〉 = Q(ε2 3
√
2).

Konaqno, fiksna po	a podgrupa reda 6 su: K〈f,ρ〉 = Q(i
√
3) i K〈σ,ρ〉 = Q(

√
2). a

1Gal(Q(
√
2)/Q) ∼= Z/2Z i Gal(Q( 3

√
2, i
√
3)) ∼= D3 su poznate stvari.



2. Ispitati da li postoji konstruktibilan jednakokraki trougao povrxine 2 i obima 8.

Rexe�e. Neka je a du�ina kraka, a 2b du�ina osnovice jednakokrakog trougla obima 8 i povrxine
2. Tada je 2a+2b = 8, tj. a+ b = 4 i 1

2b
√
a2 − b2 = 2. Odavde je 16 = b2((4− b)2− b2) = b2(16− 8b) =

−8b3 + 16b2, tj. b zadovo	ava polinom 8X3 − 16X2 + 16, tj. polinom X3 − 2X2 + 2. Ovaj polinom
je nesvod	iv nad Q (kandidati za koren su ±1 i ±2), pa je |Q(b) : Q| = 3. Prema tome b nije
konstruktibilan, pa ne mo�e da bude ni dati trougao. a

3. Izraqunati Galoaovu grupu polinoma p(X) = X4 + 3X3 − 3X − 2 nad Q.

Rexe�e. Faktorizacijom modulo 2 dobijamo rastav p2(X) = X4 + X3 + X = X(X3 + X2 + 1).
Faktorizacijom modulo 5 dobijamo nesvod	iv polinom p5(X) = X4 + 3X3 + 2X + 3. (Proverite!)

Kako je p5(X) nesvod	iv nad F5, to je i p(X) nesvod	iv nad Z, pa i nad Q. Prema tome p(X)
je separabilan. Neka je G = Gal(p/Q) ≤ S4. Koriste�i Dedekindovi teoremu na p2(X) i p5(X)
dobijamo da G sadr�i 3-cikl i 4-cikl. Oni generixu podgrupe H i K reda 3 i 4. Kako je H ∩K
trivijalan, podskup HK od G sadr�i 12 elemenata. Dakle, |G| ≥ 12 i |G| | |S4| = 24. Prema tome,
mogu�e je da |G| = 12 i |G| = 24. Jedina podgrupa od S4 reda 12 je A4, ali G ne mo�e biti A4 jer

sadr�i 4-cikl. Prema tome |G| = 24, tj. G = S4. a

4. Neka je k po	e, char(k) = p > 0 i α ∈ ka. Dokazati da je α separabilan akko |k(α) : k| = |k(αp) : k|.

Rexe�e. ⇒: Jasno je da k ≤ k(αp) ≤ k(α), jer αp ∈ k(α). Kako α zadovo	ava polinom Xp − αp ∈
k(αp)[X], to µα,k(αp)(X) | Xp − αp = (X − α)p, ali tako�e µα,k(αp)(X) | µα,k(X). Dakle, µα,k(αp)(X) |
NZD((X − α)p, µα,k(X)), pa kako je µα,k(X) separabilan dobijamo da je NZD((X − α)p, µα,k(X)) =
X − α i µα,k(αp)(X) = X − α. Prema tome α ∈ k(αp), odakle k(α) = k(αp).

⇐: Ako α nije separabilan, tada je µα,k(X) = q(Xp), za neki polinom q(X) ∈ k[X]. Kako je q(X)
nesvod	iv (jer je µα,k(X) nesvod	iv) i q(αp) = µα,k(α) = 0 zak	uqujemo da je µαp,k(X) = q(X).
Tada je |k(α) : k| = degµα,k(X) = p · degµαp,k(X) = p · |k(αp) : k| > |k(αp) : k|. a

5. (a) Neka je D domen sa jedinstvenom faktorizcijom i P = 〈t〉 6= 0 pravi prost ideal. Dokazati

da ne postoji prost ideal Q takav da 0 ( Q ( P .

(b) Neka je k algebarski zatvoreno po	e i V = Z(f) nerastav	iva hiperpovrx u Ank . Dokazati da

ne postoji nerastav	iv algebarski skup W takav da V (W ( Ank .

Rexe�e. (a) Pretpostavimo da je Q prost ideal takav da 0 ( Q ( P . Kako je Q prost i D domen

sa jedinstvenom faktorizacijom, to Q sadr�i nesvod	iv element a.2 Kako a ∈ P , zapiximo a = bt.
Tada bt ∈ Q, t /∈ Q i Q prost povlaqe b ∈ Q. Iz a = bt, a nesvod	iv i t /∈ D× jer je P pravi ideal,

dobijamo b ∈ D×. Odatle je Q = D. Kontradikcija.

(b) Nerastav	ivi algebarski skupovi u Ank su u 1-1 i na korespodenciji W 7→ I(W ) sa prostim

idealima u k[X1, X2, . . . , Xn] (koji je domen sa jedinstvenom faktorizacijom). I(Ank) = 0 i I(V ) =
I(Z(f)) = 〈f〉, jer je Z(f) nerastav	iv. Dakle, tvr�e�e sledi iz (a). a

2Neka je x ∈ Q nenula element i x = q1q2 . . . qk �egova faktorizacija u nesvod	ive. Kako je Q prost, tada bar jedan

od qi, 1 ≤ i ≤ k pripada Q.


