Anrebpa 3, Jya 2013. 21. jyn 2013.

[Tpernocrasumvo na je |Q(«) : Q = 8. Ako je Q(a) | Q Tamoaoso pamnmuperse, g0Kka3aTn Ja je o KOHCTPYK-
tubunan. Mcuuraru na jau BaxKu oOpaTHO.

Pewerve. Tokaxkumo najiupe: ako je G rpyua peja 2", raja nocroju uus nojarpyna (e) = Hy < Hy < ... <
H, = G rakas na |H;1, : Hj| = 2,0 < i < n. Jokasyjemo unayknuojom 1mo n. 3a n = 1 tepheme je
ounrieano. [IpernocraBumo jga Tepheme Baxu 3a rpyne pega 2" 1. Heka je |G| = 2". Bnamo ga G uma
HeTpHUBHjaTaH IeHTap, na no Komujesoj Jemu u3abepumMo y MeHTPY efqeMeHT a pefa 2. Taga je (a) < G.
Mo numykTUBHO] XUNoTe3u y rpynu G /{a) nocroju aus noarpyna ((a)) = Hy < Hy < ... < H,_1 = G/{(a).
Ako ca 7 osHaunMo kamoHCcKE emmmopduzam G — G/(a), Tana je (e) < (a) = 7 '[Ho) < 7 '[Hy] <
... <7 '[H,_1] = G Tpaxenu Hus.

[Tpernocrasumo cana aa je pamuperhe Q(a) | Q Tamoaoro crenena 2". Mzabepumo wu3 moarpyna (id) =
Hy < H < ... < H, = gal(Q(a) | Q) Tako ma je |H;+1 : H;| = 2. Ilo Teopemu 0 KOpECIOJCHII]U
taja uMamo Hu3 Mefjymoma: Q(a) = Fo > Fy > ... > F, = Qu |F; : F;;1| = 2. To 3naun 1a je «
KOHCTPYKTHOMIaH 6pOj.

O6parHo He Baxu. llpuvernmo aa je V2 OUHIVIENHO KOHCTPYKTHOWIAH Opoj, aim Q(*2) | Q nuje
HOPMAJIHO PaIuperse 3a n > 2 (3aT0 mTo My He npunaga 2" —Tu TPUMUTUBAH KOPEH U3 JeJMHUIE).

E Jar je nomnom f(z) = 2% — 4 € Q[z]. Oxpemuru xKopencko nompe K nosunoma f(z), onucarn egeMente
rpyme gal(K | Q) u onpeautu morinyHy ['amoaoBy KOpeComeHINjy TOT PAITnperha.
i 1 /3 - .
Pewerve. Oznauumo ca e = e 6 = 5 + T\/_ Taza cy kopenn nommaoma f(x): €4/2, 0 < i < 6. Takre,
kopercko nose K = Q(v/2,¢) = Q(v/2,iv3) u cranmapano sumumo ja je |[K : Q| = 6. IIpema Tome cBu
enementu gal(K | Q) cy omucanu (cranjapiHuM 3aK/byunBameM) y ciaenehoj tabaumu (npumernte 1a je

£? mpuMuTHBHE Tpehu KOpeH u3 jeauuuie). Y TabauIy cy M3padyHATH W PEJOBU eJeMeHaTa M3 KOjHX ce
Bum jia je gal(K | Q) = D3, kao u Kako jejan u3oMopdusam u3rjiena:

H V2 ‘ iv3 ‘ € ‘ pen, ‘ n30.
fi No i3 | e 1 €
Ll V2 | —iv3let] 2 | o
falle2v/2 ] iv3 | e | 3 p
fall e2v2 | —iv3|e®| 2 | op?
fslle*v2| iv3 | e| 3 | p?
folletv/2| —iv3 || 2 | op

Herpusujanue noarpyne on Dy cy: {(p), (o), (op) u (op?). Onpenumo muxoBa (bUKCHA TOJBA.

Buaumo ga je o(v/2) = v/2, onaxae Q(v/2) < K<°>. Ho xaxo je |[K<7> : Q| = |gal(K|Q) :< ¢ > |=3n
kako je |Q(v/2) : Q| = 3, u3 mamuanor nmpasmia gobéujamo |K<7> : Q(v/2)| = 1, 1j. K< = Q(v/2).

Cumano, ako yoummo ja je op(e2v/2) = e'%*V/2 = £23/2, nobuhiemo na je K°? = Q(e2v/2). U caumumno,
K@) = Q(£*+/2). Kounauno, na ucru nauun 3ak/pyuyjemo ia je K = Q(iv/3).

Kopecnopennuja ce Buan Ha AujarpaMuMa;

<o> <op> <op*>

<p>

gal(K|Q)



Q

3a koje mpocte Gpojese p je jennaumna rP — pPx + p = 0 pemmBa y pajaukaauMma’ Orosop jerasbHO
00pa3/I0KHUTH.

Pewere. Oznaunmo f(x) =aP — pPz+p. Bap=2u p =3 3uamo na je f(r) = 0 pemusa y pajnkaauMa.
Jlokazahemo j1a 3a mnpocte 6pojeBe p > 5 TO HUje TAYHO.

Oppemumo Hajupe kKoauko f(r) uma peannux nyna. f'(z) = pzP™! — pP, na myse upsor ussuoja 3a/10-
BosbaBajy xP~! = pPTl, omakje 3aK/BydyjeMo Ja MMaMO caMO JBe peasHe HyJe (jep je p — 1 mapan
6poj): —p u p. Jaxze, f(x) nma apa jokamHa excrpemyma. Ilpumerumo fa je lim,, o f(z) = —oo,
lim, . f(x) = oo, na f(z) y —p nMa JIOKAJHE MAKCHMyM, a y p JIOKAJHH MAHEMYM. Takobe, Kako je
f(=p)=—-p"+p'p+p=(@—-)p"+p>0u f(p) =p’ —p’p+p=(1—p)p* +p <0, To 3aK/ByIyjeMO ja
f(z) mma tpu peanne nyme, u (p — 3)/2 Mapa KOBYKOBAHO KOMILIEKCHAX HYJIA.

[Tpumernmo na je mo AjsenmrajuoBom kputepujymy f(x) HecBombup moaunoM, ma ce gal(f | Q) yrama
y S,. Takobe, kako je f(r) MEHEMATHH HOJUHOM 3a CBAKH CBOj KODEH, MOYKEMO 3aKJbYyUHTH JIa MOCTOjH
exeMenT pena p y rpynu gal(f | Q); mocmarpajyhu ra kao eneMeHT o1 S, 3aK/byUyjeMO 1 je y HHTAY
p—uuka. Opasne ciaen jga je gal(f | Q) Tpamsurusra noarpyna ox S,. Takolje, pecTpuKImja KOmBYroBama
Ha KOpeHcKo mosbe o7 f Hag Q je jeman exement ox gal(f | Q) xoju Kako ¢Mo BUAe N WMa TadHO 3 (bUKCHE
rauke. llpema Tome gal(f | Q) je rpamsurusha moarpyna o4 S, Koja CaJp:Ku IE€PMyTalujy Ca TAIHO
Tpu (BUKCHE TadKe, Ia MpeMa 3aJaTKy ca BekOm oHa Huje pemmba. Coenu ga f(x) = 0 Huje permusa y
PAIUKAIIMA.

[Ipernocrasumo na je K | Q Tamoaoso pamupere u npernoctasumMo Ja je gal(K | Q) rpyna kBarepHHOHA.
Axo je L < K takso ma |L: Q| = 2, nokazaru na je L < R.

Pewere. Younmo aujarpam moArpyna rpymne KBATePHIOHA U MO TEOPEMH O KOPECIOAEHINju OAroBapajyhn
jgujarpaMm Mehymnospa:
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Ca aujarpama je jacHo 1a je 10BoJbHO goKazatu fa je Ky < R, jep Ky cagp:Ku ¢Ba KBaApATHIHA PAIIHPEHa
nowa Q y K. Axo je K < R crBap je jacma. IIpernocrasumo ma K £ R. Osmaunmo ca K' = K N R.
JHokazahemo K’ = Ky, mro 3aspmiasa nocao. [Ipumerumo fa je K = Q(«) 3a mexo o € C — R, mrro cienn
u3 Teopeme 0 npuMuTHBHOM esementy. Taga je u K = K'(a). Kaxko je K | Q HopMaiaHo, 1 KakKo je n &
CUT'YPHO KOpEeH MUHUMAJIHOL IoJHHOMA 3a « Haj Q, 3ak/pyuyjemo naa@ € K. Tanan a+a € KNR = K'.
Hakie, kako o +a@ € K', 1o K'(a« — @) = K'(a) = K, 1j. K = K'(if), rue je § peanan. Kako
(iB)*=—-p2e KNR =K', uxako i ¢ K', 1o je |K : K'| =2, ojak/ie 3aK/bydyjeMo ITO CMO JKEeJIe/IH:
K' = K,.



Heka je ®,(r) n—Tn MUKJIOTOMUYHU TIOJMHOM, W HEKA je p HemapaH mpoct 6poj takas ma p f n. IIper-

IIOCTABUMO J1a 33 HEeKO a € 7 Baxku p | D, (a).

1° Jlokazatu jia je peji 0j a MOJLYJIO P jeJIHaK N.

2° Jlokazatu ma n | p — 1.

3° Jlokasaru Jia mMOCTOju GECKOHAYHO MHOTO MPOCTUX OpojeBa p TakBux aa n | p — 1.
Pewere. Cernmo ce ca BexOn na je 2" — 1 = [[,, Pa(z) = ¢n(x) [14,, 4cn Pa(z). Ak p | ®p(a), Tana
a" =, 1. O3na4uMo ca m pef eJleMeHTa a MOIYJIO P; Taga m | n. AKO HPETIOCTABHMO A je m < n Taja u3
-1 = Hd‘m O 4(x) 3akmyuayjemo ga p | Py(a), tae d | m, maw d | n. (Ako ce maso ymay6umo, 3akby anhieMo
sanpaso Ja p | ©,,(a).) Kako d | nud <n, ako ce sparumo na je 2" —1 = ¢, () [ [4,, 4<, Pa(), D0GHjaMO
JIa je a IBOCTpyKa HyJa noaunoMma x™ — 1 moayno p. MehyTum To je KOHTpaIUKIIH]ja, jep U3 MPEeTIOCTABKe
p1n umamo ja je " — 1 cenapabuian Mojysio p. dakje, 3aucra je a pejga n MOLYJIO P.

Crennjasno, (a,p) = 1, na no manoj Pepmaosoj reopemu je aP~' =, 1, o1aK/e JUPEKTHO 3aKIbYIyjeMO JIa
n|p-—1

JIema. Axo je f(x) MoHWYaH TOMHOMA ca MEJOOPOJHUM KOeMUIMjeHTHMa, Taja MOCTOjU GeCKOHAYHO
MHOT'O pocTHX OpojeBa Koju mene Gpojese f(1), f(2), f(3),...

Tpehu meo 3amaTKa IMPEKTHO CJIEIM U3 JIEME M IPETXOAHO JOKA3AHOI: IpeMa JIEMHU IIOCTOjU GeCKOHAYHO
MHOTO TpocTux Gpojesa koju meste D, (1), P, (2), P, (3),..., a caMO KOHATHO MHOTO O IbUX MOZKE 1A JIeJTH
n. 3a 6eCKOHAYTHO MHOTO TIpeocTainx p Baxku na pfn u p | ®,(a), 3a nexo a, ma n | p — 1.

Jlokas seme. TIpermocTaBuMo CympoTHO Ja ¢aMo MpocTH 6pojeBd pi, ..., py aere f(1), f(2), f(3),... Os-
HauuMoO ca P = pyps ... p,. Uzabepumo n takas ma je f(n) = a # 0. Ilocmarpajmo nosmuom f(n + aPx).
Axo je f(z) = >, a;a’, vae je a,, =1, Taga je:

f(n+aPx) = Z a;(n + aPx)’
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= f(n)+ asz:aizZ: (Z) n! el T Pty

Onasue Bugumo Ja je f(n + aPx) = ag(x), rue je noaunom

glx) =1+ PZ a; Z <;) ni "t PIT gl
=1 j=1

ca nesnobpojunm koedunmjenTuma. Cana takohe Buaumo 1a je g(x) =p 1, 3a cee x = 1,2, 3, ... II3abepumo
ng M TpocT O6POj P PA3THIAT O P, Do, - - ., Pr TaKaB ma p | g(ng). Tama p | ag(ng) = f(n + aPny), mrro je
KOHTPAJIUKITH]A.



