
Algebra 3, Jul 2013. 21. jun 2013.

A Pretpostavimo da je |Q(α) : Q| = 8. Ako je Q(α) | Q Galoaovo raxire�e, dokazati da je α konstruk-
tibilan. Ispitati da li va�i obratno.

Rexe�e. Doka�imo najpre: ako je G grupa reda 2n, tada postoji niz podgrupa 〈e〉 = H0 < H1 < . . . <
Hn = G takav da |Hi+1 : Hi| = 2, 0 ≤ i < n. Dokazujemo indukciojom po n. Za n = 1 tvr�e�e je
oqigledno. Pretpostavimo da tvr�e�e va�i za grupe reda 2n−1. Neka je |G| = 2n. Znamo da G ima
netrivijalan centar, pa po Koxijevoj lemi izaberimo u centru element a reda 2. Tada je 〈a〉 / G.
Po induktivnoj hipotezi u grupi G/〈a〉 postoji niz podgrupa 〈〈a〉〉 = H0 < H1 < . . . < Hn−1 = G/〈a〉.
Ako sa π oznaqimo kanonski epimorfizam G −→ G/〈a〉, tada je 〈e〉 < 〈a〉 = π−1[H0] < π−1[H1] <
. . . < π−1[Hn−1] = G tra�eni niz.

Pretpostavimo sada da je raxire�e Q(α) | Q Galoaovo stepena 2n. Izaberimo niz podgrupa 〈id〉 =
H0 < H1 < . . . < Hn = gal(Q(α) | Q) tako da je |Hi+1 : Hi| = 2. Po teoremi o korespodenciji
tada imamo niz me�upo	a: Q(α) = F0 > F1 > . . . > Fn = Q i |Fi : Fi+1| = 2. To znaqi da je α
konstruktibilan broj.

Obratno ne va�i. Primetimo da je
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normalno raxire�e za n ≥ 2 (zato xto mu ne pripada 2n−ti primitivan koren iz jedinice).

B Dat je polinom f(x) = x6 − 4 ∈ Q[x]. Odrediti korensko po	e K polinoma f(x), opisati elemente
grupe gal(K | Q) i odrediti potpunu Galoaovu korespodenciju tog raxire�a.
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. Tada su koreni polinoma f(x): εi 3
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korensko po	e K = Q( 3
√

2, ε) = Q( 3
√

2, i
√

3) i standardno vidimo da je |K : Q| = 6. Prema tome svi
elementi gal(K | Q) su opisani (standardnim zak	uqiva�em) u slede�oj tablici (primetite da je
ε2 primitivni tre�i koren iz jedinice). U tablici su izraqunati i redovi elemenata iz kojih se
vidi da je gal(K | Q) ∼= D3, kao i kako jedan izomorfizam izgleda:
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Netrivijalne podgrupe od D3 su: 〈ρ〉, 〈σ〉, 〈σρ〉 i 〈σρ2〉. Odredimo �ihova fiksna po	a.
Vidimo da je σ( 3
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Korespodencija se vidi na dijagramima:
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V Za koje proste brojeve p je jednaqina xp − ppx + p = 0 rexiva u radikalima? Odgovor deta	no
obrazlo�iti.

Rexe�e. Oznaqimo f(x) = xp − ppx+ p. Za p = 2 i p = 3 znamo da je f(x) = 0 rexiva u radikalima.
Dokaza�emo da za proste brojeve p ≥ 5 to nije taqno.

Odredimo najpre koliko f(x) ima realnih nula. f ′(x) = pxp−1 − pp, pa nule prvog izvioda zado-
vo	avaju xp−1 = pp−1, odakle zak	uqujemo da imamo samo dve realne nule (jer je p − 1 paran
broj): −p i p. Dakle, f(x) ima dva lokalna ekstremuma. Primetimo da je limx←−−∞ f(x) = −∞,
limx−→∞ f(x) = ∞, pa f(x) u −p ima lokalni maksimum, a u p lokalni minimum. Tako�e, kako je
f(−p) = −pp + ppp+ p = (p− 1)pp + p > 0 i f(p) = pp − ppp+ p = (1− p)pp + p < 0, to zak	uqujemo da
f(x) ima tri realne nule, i (p− 3)/2 para ko�ukovano kompleksnih nula.

Primetimo da je po Ajzenxtajnovom kriterijumu f(x) nesvod	iv polinom, pa se gal(f | Q) utapa
u Sp. Tako�e, kako je f(x) minimalni polinom za svaki svoj koren, mo�emo zak	uqiti da postoji
element reda p u grupi gal(f | Q); posmatraju�i ga kao element od Sp zak	uqujemo da je u pita�u
p−cikl. Odavde sledi da je gal(f | Q) tranzitivna podgrupa od Sp. Tako�e, restrikcija ko�ugova�a
na korensko po	e od f nad Q je jedan element od gal(f | Q) koji kako smo videli ima taqno 3 fiksne
taqke. Prema tome gal(f | Q) je tranzitivna podgrupa od Sp koja sadr�i permutaciju sa taqno
tri fiksne taqke, pa prema zadatku sa ve�bi ona nije rexiva. Sledi da f(x) = 0 nije rexiva u
radikalima.

G Pretpostavimo da je K | Q Galoaovo raxire�e i pretpostavimo da je gal(K | Q) grupa kvaterniona.
Ako je L < K takvo da |L : Q| = 2, dokazati da je L ≤ R.

Rexe�e. Uoqimo dijagram podgrupa grupe kvaterniona i po teoremi o korespodenciji odgovaraju�i
dijagram me�upo	a:
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Sa dijagrama je jasno da je dovo	no dokazati da jeK0 ≤ R, jerK0 sadr�i sva kvadratiqna raxire�a
po	a Q u K. Ako je K ≤ R stvar je jasna. Pretpostavimo da K � R. Oznaqimo sa K ′ = K ∩ R.
Dokaza�emo K ′ = K0, xto zavrxava posao. Primetimo da je K = Q(α) za neko α ∈ C−R, xto sledi
iz teoreme o primitivnom elementu. Tada je i K = K ′(α). Kako je K | Q normalno, i kako je i α
sigurno koren minimalnog polinoma za α nad Q, zak	uqujemo da α ∈ K. Tada i α+α ∈ K ∩R = K ′.
Dakle, kako α + α ∈ K ′, to K ′(α − α) = K ′(α) = K, tj. K = K ′(iβ), gde je β realan. Kako
(iβ)2 = −β2 ∈ K ∩ R = K ′, i kako iβ /∈ K ′, to je |K : K ′| = 2, odakle zak	uqujemo xto smo �eleli:
K ′ = K0.



D Neka je Φn(x) n−ti ciklotomiqni polinom, i neka je p neparan prost broj takav da p - n. Pret-
postavimo da za neko a ∈ Z va�i p | Φn(a).

1◦ Dokazati da je red od a modulo p jednak n.

2◦ Dokazati da n | p− 1.

3◦ Dokazati da postoji beskonaqno mnogo prostih brojeva p takvih da n | p− 1.

Rexe�e. Setimo se sa ve�bi da je xn − 1 =
∏

d|n Φd(x) = φn(x)
∏

d|n, d<n Φd(x). Ako p | Φn(a), tada

an =p 1. Oznaqimo sa m red elementa a modulo p; tada m | n. Ako pretpostavimo da je m < n tada iz
xm−1 =

∏
d|m Φd(x) zak	uqujemo da p | Φd(a), gde d | m, pa i d | n. (Ako se malo udubimo, zak	uqi�emo

zapravo da p | Φm(a).) Kako d | n i d < n, ako se vratimo da je xn−1 = φn(x)
∏

d|n, d<n Φd(x), dobijamo
da je a dvostruka nula polinoma xn− 1 modulo p. Me�utim to je kontradikcija, jer iz pretpostavke
p - n imamo da je xn − 1 separabilan modulo p. Dakle, zaista je a reda n modulo p.

Specijalno, (a, p) = 1, pa po maloj Fermaovoj teoremi je ap−1 =p 1, odakle direktno zak	uqujemo da
n | p− 1.

Lema. Ako je f(x) moniqan polinoma sa celobrojnim koeficijentima, tada postoji beskonaqno
mnogo prostih brojeva koji dele brojeve f(1), f(2), f(3), . . .

Tre�i deo zadatka direktno sledi iz leme i prethodno dokazanog: prema lemi postoji beskonaqno
mnogo prostih brojeva koji dele Φn(1),Φn(2),Φn(3), . . ., a samo konaqno mnogo od �ih mo�e da deli
n. Za beskonaqno mnogo preostalih p va�i da p - n i p | Φn(a), za neko a, pa n | p− 1.

Dokaz leme. Pretpostavimo suprotno da samo prosti brojevi p1, . . . , pk dele f(1), f(2), f(3), . . . Oz-
naqimo sa P = p1p2 . . . pk. Izaberimo n takav da je f(n) = a 6= 0. Posmatrajmo polinom f(n + aPx).
Ako je f(x) =
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Odavde vidimo da je f(n+ aPx) = ag(x), gde je polinom
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sa celobrojnim koeficijentima. Sada tako�e vidimo da je g(x) =P 1, za sve x = 1, 2, 3, . . . Izaberimo
n0 i prost broj p razliqit od p1, p2, . . . , pk takav da p | g(n0). Tada p | ag(n0) = f(n + aPn0), xto je
kontradikcija.


