
Algebra 3, Jul 2014.

1. Neka je F = Q(i,
√

3, 3
√

3). Dokazati da je F/Q(
√

3) Galoaovo raxire�e i odrediti sva me�upo	a
raxire�a F/Q(

√
3).

Rexe�e. Koreni polinoma (X2 + 1)(X2 − 3)(X3 − 2) su ±i, ±
√

3, 3
√

2, ε3
3
√

3 i ε23
3
√

3. Kako je
ε3 = (−1 + i

√
3)/2 vidimo da je F korensko po	e ovog polinoma, pa je F/Q Galoaovo. Odatle je i

F/Q(
√

3) Galoaovo. Lako vidimo da je |Q(i,
√

3) : Q| = 4 i |Q( 3
√

3) : Q| = 3. Kako su (4, 3) = 1 imamo
da je |F : Q| = 12, pa kako je |Q(

√
3) : Q| = 2 dobijamo |F : Q(

√
3)| = 6. Dakle, |Gal(F/Q(

√
3))| = 6.

Me�upo	a raxire�a F/Q(
√

3) �emo na�i kao fiksna po	a podgrupa Gal(F/Q(
√

3)). Opiximo
bli�e ovu grupu.

Elementi grupe Gal(F/Q(
√

3)) su odre�eni slikama i i 3
√

3, koji moraju redom da se slikaju u
korene polinoma µi,Q(

√
3)(X) = X2 + 1 i µ 3√3,Q(

√
3)(X) = X3 − 3. Kako imamo xest mogu�nosti,

zak	uqujemo da one odre�uju elemente Gal(F/Q(
√

3)). Kako svaki automorfizam fiksira
√

3,
koriste�i ε3 = (−1 + i

√
3)/2 i ε23 = (−1 − i

√
3)/2, mo�emo izraqunati i slike od ε3. Sve ovo je

dato u slede�oj tablici. (U pretposled�oj koloni raqunamo red automorfizama, odakle vidimo
da je Gal(F/Q(

√
3)) ∼= D3, pa u posled�oj koloni dajemo korespodenciju sa D3.)

i 3
√

3 ε3 red u D3

f1 i 3
√

3 ε3 1 ε

f2 −i 3
√

3 ε23 2 σ

f3 i ε3
3
√

3 ε3 3 ρ

f4 −i ε3
3
√

3 ε23 2 σρ2

f5 i ε23
3
√

3 ε3 3 ρ2

f6 −i ε23
3
√

3 ε23 2 σρ

Grupa D3 ima qetiri prave netrivijalne podgrupe: H = 〈ρ〉, K = 〈σ〉, L = 〈σρ〉 i M = 〈σρ2〉.
Odr�ujemo fiksna po	a.

Jasno je da i ∈ FH , pa je Q(i,
√

3) ≤ FH . Kako je |FH : Q(
√

3)| = |Gal(F/Q(
√

3)) : H| = 2, pa kako je
i |Q(i,

√
3) : Q(

√
3)| = 2 zak	uqujemo da je FH = Q(i,

√
3).

Kako 3
√

3 ∈ FK , analogan argument iz prethodnog pasusa nam daje FK = Q(
√

3, 3
√

3).

Primetimo da je σρ(ε3
3
√

3) = σρ(ε3)σρ( 3
√

3) = ε23ε
2
3

3
√

3 = ε3
3
√

3, pa zak	uqujemo FL = Q(
√

3, ε3
3
√

3).

Konaqno, primetimo da je σρ2(ε23
3
√

3) = ε23
3
√

3, pa zak	uqujemo FM = Q(
√

3, ε23
3
√

3).

Galoaova korespodencija je data na dijagramu:
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2. Ispitati da li je jednaqina X5 − 4X + 2 = 0 rexiva u radikalima.

Rexe�e. Neka je p(X) = X5− 4X + 2. p(X) je nesvod	iv polinom po Ajzenxtajnovom kriterijumu,
pa je i separabilan, i Gal(p/Q) ≤ S5 (standardna identifikacija). Oznaqimo sa F �egovo korensko
po	e. Kako je p′(X) = 5X4 − 4, vidimo da p(X) ima dva lokalna ekstremuma, odakle zak	uqujemo
da p(X) ima najvixe tri realna korena. Sa druge strane, limx→−∞ p(x) = −∞, p(0) = 2 > 0,
p(1) = −1 < 0 i limx→+∞ p(x) = +∞ nam ka�e da p(X) ima bar tri realna korena. Dakle, p(X)



ima taqno tri realna korena, a preostala dva su me�usobno ko�ugovani kompleksni brojevi. Sada
nam standardni argument (ra�en na ve�bama) daje da je Gal(p/Q) = S5, pa jednaqina p(X) = 0 nije
rexiva u radikalima. �

3. Neka je p(X) = X8 + 3X − 6.

1) Dokazati da p(X) ima realan koren α. Faktorisati polinom p(X) modulo 2.

2) Ispitati da li je α konstruktibilan broj.

Rexe�e. 1) Jasno je da p(X) ima realan koren, jer je p(0) = −6 i p(2) = 256. Polinom p(X) modulo
2 je jednak X8 + X = X23 + X, a znamo da je ovaj polinom proizvod svih nesvod	ivih moniqnih
polinoma stepena 1 i 3. Nesvod	ivi linearni polinomi su X i X + 1, a nesvod	ivi polinomi
stepena 3 su X3 + X2 + 1 i X3 + X + 1 (jasno je da jedino ovi polinomi stepena 3 nemaju koren u
F2). Dakle, p(X) ≡ X(X + 1)(X3 +X2 + 1)(X3 +X + 1) mod 2.

2) Polinom p(X) je nesvod	iv po Ajzenxtajnovom kriterijumu, pa je i separabilan. Imamo
prirodno utapa�e Gal(p/Q) ≤ S8. �egova redukcija modulo 2 je separabilna kako smo videli,
pa po Dedekindovoj teoremi mo�emo da zak	uqimo da Gal(p/Q) sadr�i permutaciju qija je cik-
lusna dekompozicija tipa (3, 3). Specijalno to znaqi da Gal(p/Q) sadr�i element reda 3. Prema
tome 3 | |Gal(p/Q)| = |F : Q|, gde je F korensko po	e polinoma p(X) nad Q, pa |F : Q| nije stepen
dvojke, odakle sledi da α nije konstruktibilan broj. �

4. Neka je p(X) separabilan nesvod	iv polinom stepena n nad po	em k, F �egovo korensko po	e i α
jedan �egov koren. Pretpostavimo da je Gal(F/k) ∼= Sn. Odrediti sva me�upo	a raxire�a k(α)/k.

Rexe�e. Neka su α1, α2, . . . , αn = α svi koreni polinoma p(X). Primetimo da f ∈ Gal(F/k) fiksira
k(α) akko fiksira α. Prema tome, k(α) je fikso po	e podgrupe H = {f ∈ Gal(F/k) | f(α) = α}, pa
je pita�e me�upo	a raxire�a k(α)/k ekvivalentno pita�u nadgrupa podgrupe H.

Pretpostavimo da je H � K i f ∈ K r H. Kako je Gal(F/k) ∼= Sn, primetimo da H, pa time i
K, sadr�i sve transpozicije bαi, αje, za 1 ≤ i < j < n. Kako f /∈ H, to je f(αn) = αk, za neko
k < n. Izaberimo l < n, l 6= k i primetimo da K sadr�i f−1bαl, αkef = bf−1(αl), αne, tj. K sadr�i
transpoziciju bαm, αne, gde je αm = f−1(αl). Dakle, K sadr�i transpozicije bαm, αie, 1 ≤ i ≤ n,
i 6= m, a one generixu Sn. Dakle, H nema pravih nadgrupa, pa k(α)/k nema pravih me�upo	a. �

5. 1) Da li je ideal a = 〈(Z−1)2, X2+XY +Y −X2Z〉 ⊆ C[X,Y, Z] radikalski? Odgovor dokazati/ar-
gumentovati.

2) Dokazati da je hiperpovrx F := Z(XY − Z) ⊆ A3
C izomorfna afinoj ravni A2

C. Odrediti
jedan eksplicitni izomorfizam ϕ : F −→ A2

C, odrediti �emu odgovaraju�i homomorfizam
koordinatnih prstena ϕ∗ : A[A2

C] −→ A[F ] i eksplicitno opisati i �ihove inverze.

3) Da li je hiperpovrx Z(XY − Z2) ⊆ A3
C izomorfna sa A2

C?

4) Neka je L proizvo	na prava u projektivnom prostoru P3C. Dokazati da je skup svih pravih u P3C
koje ne presecaju datu pravu L parametrizovan (tj. u bijekciji sa) jednim varijetetom, koji je
izomorfan afinoj 4-ravni A4

C.

Rexe�e. 1) Primetimo da Z − 1 ∈
√
a. Ako Z − 1 ∈ a, tada je Z − 1 = p(X,Y, Z)(Z − 1)2 +

q(X,Y, Z)(X2 +XY +Y −X2Z). Za X = Y = 0, dobijamo jednakost u C[Z]: Z−1 = p(0, 0, Z)(Z−1)2,
pa uzimaju�i stepene leve i desne strane vidimo da ona nije mogu�a. Dakle, Z − 1 /∈ a, pa a nije
radikalski.

2) Uoqimo morfizam ϕ : F :−→ A2
C dat sa ϕ(x, y, z) = (x, y) i morfizam ψ : A2

C −→ F dat sa
ψ(x, y) = (x, y, xy). Oqigledno je ψϕ = idF i ϕψ = idA2

C
, pa su F i A2

C su izomorfni.

Lako je videti da je XY − Z nesvod	iv polinom u C[XY − Z], pa je 〈XY − Z〉 prost, tj. I(F ) =
〈XY − Z〉. Prema tome A[F ] = C[X,Y, Z]/〈XY − Z〉. Odgovaraju�i homomorfizam ϕ∗ : C[X,Y ] =
A[A2

C] −→ A[F ] = C[X,Y, Z]/〈XY − Z〉 je dat sa: ϕ∗ : X 7→ X + 〈XY − Z〉, Y 7→ Y + 〈XY − Z〉.
�emu odgovara inverz ψ∗ : C[X,Y, Z]/〈XY − Z〉 −→ C[X,Y ] dat sa: ψ∗ : X + 〈XY − Z〉 7→ X,
Y + 〈XY − Z〉 7→ Y i Z + 〈XY − Z〉 7→ XY .



3) Oznaqimo F = Z(XY − Z2). Nije texko videti da je XY − Z2 nesvod	iv u C[X,Y, Z], pa
je 〈XY − Z2〉 prost, tj. I(F ) = 〈XY − Z2〉. Prema tome, odgovaraju�i koordinatni prsten je
A[F ] = C[X,Y, Z]/〈XY − Z2〉. Primetimo da A[F ] nije domen sa jedinstvenom faktorizacijom
(X̄Ȳ = Z̄2; trivijalan raqun pokazuje da su X̄, Ȳ i Z̄ razliqiti, neivertibilni i nesvod	ivi
elementi u A[F ]), pa prema tome nije izomorfan sa A[A2

C] = C[X,Y ]. Kako nisu izomorfni kao
prsteni, nisu izomorfni ni kao C-algebre, pa ni F i A2

C nisu izomorfni.

4) Mo�emo da gledamo projektivnu pravu kao presek dve projektivne ravni. Projetivna ravan je
opisana homogenom linearnom jednaqinom tipa: α1X1 + α2X2 + α3X3 + α4X4 = 0, gde nisu svi αi

jednaki 0. Dakle, projektivna prava je odre�ena sistemom ovakve dve jednaqine:

α1X1 + α2X2 + α3X3 + α4X4 = 0

β1X1 + β2X2 + β3X3 + β4X4 = 0,

qiji je rang 2 (ako je rang 1, tada ove dve jednaqine opisuju istu ravan). Sistemi datog tipa su
opisani matricom

M =

[
α1 α2 α3 α4

β1 β2 β3 β4

]
,

pri qemu ta matrica predstav	a pravu akko je ranga 2, a ravan akko je ranga 1. Jasno je da
dve ovakve matrice M i N , obe ranga dva, mogu da odre�uju istu pravu, xto je ekvivalentno sa

rank

[
M
N

]
= 2. Prave odre�ene matricama M i N imaju presek akko rank

[
M
N

]
= 3, a nemaju

presek akko rank

[
M
N

]
= 4, ekvivalentno det

[
M
N

]
6= 0.

Bez uma�e�a opxtosti, pretpostavimo da je L data matricom L =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
. Tvrdimo da je

skup svih pravih koje ne seku L jednak:

S =

{[
x y 1 0
u v 0 1

]
: x, y, u, v ∈ C

}
.

⊇: Ako M ∈ S, tada je rank(M) = 2 i det

[
L
M

]
= 1, pa prava M ne seqe L.

⊆: Ako je prava M =

[
α1 α2 α3 α4

β1 β2 β3 β4

]
ne seqe L, tada det

[
L
M

]
= α3β4 − α4β3 6= 0. Kako

α3 i β3 ne mogu oba biti 0, do na zamenu vrsta u M , mo�emo pretpostaviti da je α3 6= 0, pa
de	e�em prve vrste sa α3 (a xto je ista projektivna ravan) vidimo da je prava M data matricom

(opet oznaqavamo sa M,α, β, nema zabune) M =

[
α1 α2 1 α4

β1 β2 β3 β4

]
. Kada prvu vrsu pomno�imo

sa −β3 i dodamo drugoj, dobijamo da je prava M data matricom (i da	e oznacavamo M,α, β) M =[
α1 α2 1 α4

β1 β2 0 β4

]
. Uslov da se L i M ne seku sada glasi β4 6= 0, pa podelimo drugu vrstu sa

β4 i dobijamo M =

[
α1 α2 1 α4

β1 β2 0 1

]
. Konaqno dodava�em druge vrste pomno�ene sa −α4 prvoj

dobijamo da je prava M data sa M =

[
α1 α2 1 0
β1 β2 0 1

]
, odnosno M ∈ S.

Da	e tvrdimo da su prave M =

[
x y 1 0
u v 0 1

]
i N =

[
x′ y′ 1 0
u′ v′ 0 1

]
jednake akko x = x′, y =

y′, u = u′, v = v′. Zaista, ako su M i N jednake, tada je rank

[
M
N

]
= 2, pa raqunom minora

M11,M21,M31,M41, koji svi moraju biti jednaki 0, dobijamo �e	eni zak	uqak.

Sada je f : A4
C −→ S, definisana sa f : (x, y, u, v) 7→

[
x y 1 0
u v 0 1

]
, tra�ena parametrizacija. �


