Anrebpa 3, Jya 2014.

1. Heka je F' = Q(i,v/3, V/3). Hokazaru na je F/Q(v/3) Tamocaoso pammpeme u ogpemuru cBa Mehymosmba
parmpemna F/Q(f)

Pewerve. Kopenn momamoma (X2 + 1)(X? — 3)(X? — 2) ¢y +i, £V3, V2, e3v3 m €2V/3. Kako je
e3 = (=1 +iv/3)/2 Bumumo 1a je F KOPEHCKO T0Jbe OBOT HOJHHOMA, Ta je F/Q Tamoaoso. Omarie je u
F/Q(+/3) Tanoaoso. Jlako sumumo ga je |Q(i,v/3) : Q| = 4 u |Q(+/3) : Q| = 3. Kako cy (4,3) = 1 nmamo
na je |F : Q| = 12, ma kaxo je |Q(v/3) : Q| = 2 mobujamo |F : Q(v/3)| = 6. Haxae, |Gal(F/Q(v/3))| = 6.
Mebynoma pammpema F/Q(v/3) hemo mahn xao dukcra noma moarpyma Gal(F/Q(v/3)). Ommmmmo
OmKe OBy IDYILY.

Enementu rpyne Gal(F/Q(v/3)) cy ompehenn cimkama i m /3, KOjH MOpajy pPeloM Ja ce CIUKA]y ¥
KOPeHe TOJIMHOMA, L1, o /3)(X) = X2+ 1m 1 ¥3.0(v3) (X) = X3 — 3. Kaxo mmamo mect moryhurocTn,

3aksbyayjemo ma ome oapehyjy ememente Gal(F/Q(v/3)). Kaxo csaxm ayromopdusam duxcupa v/3,
kopucrehn e3 = (—1 +iv3)/2 mw €2 = (—1 — iV/3)/2, Moxkemo uspauynaTn u cimke of £3. Cbe 0BoO je
gparo y caenehoj tabmunum. (Y mpermnocsenmoj KOJOHN padyHAMO pejt ayToMopdu3ama, OJaKie BUIUMO
na je Gal(F/Q(v/3)) = D3, ma y moc/e/m0j KOJOHHI JiajeMo Kopecromenmujy ca Ds.)
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I'pyma D3 mma detupu mpase Herpmpmjaane moarpyne: H = (p), K = (o), L = (op) u M = {(op?).
Ouaphyjemo dpukcua mosba.

Jacwo je qa i € FH na je Q(i,/3) < FH. Kaxo je |[F : Q(+v/3)| = |Gal(F/Q(V/3)) : H| = 2, na kaxo je
u |Q(i,v3) : Q(v3)| = 2 3axmyuyjemo ga je F7 = Q(i,/3).

Kaxko V/3 € FX, ananoran aprymMeHT u3 npeTxoqHor macyca zaM maje FX = Q(v/3, V/3).

pumerunvo ma je op(e3v/3) = ap(es)op(V/3) = e2e3V/3 = e3v/3, na saxmyuyjemo FX = Q(v/3,e3V/3).
Konauno, mpumernmo jia je op?(e3+/3) = e2+v/3, ma sakmyayjemo FM = Q(v/3,e2v/3).

T'amoaoBa xkopecmofenImja je mata Ha AUjarpamy:
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2. WcnuraTu ga au je jepnaunna X° — 4X + 2 = 0 pemupa y pajuKaaumMa.

Pewerve. Heka je p(X) = X° —4X +2. p(X) je HeCBOAJLUB TOJIMHOM IO Aj3€HITTajHOBOM KPUTEPHjyMY,
na je u cenapabuian, u Gal(p/Q) < S5 (crangapaua npenrudrkanuja). O3naunmo ca F meroso KOpeHCKo
nome. Kako je p/(X) = 5X* — 4, suaumo ma p(X) uMa JBa JTOKATHA €KCTPEMYMa, OJAKJIe 3aKJbyTyjeMo
ga p(X) uma najsuine Tpu peasna kopena. Ca apyre crpane, lim, , o p(x) = —oo, p(0) = 2 > 0,
p(1) = =1 < 0 m limy— 400 p(x) = 400 HAM Kaxke jga p(X) uma Gap Tpu peasna kopera. [lakie, p(X)



MMa, TAYHO TPHU PeajiHa KOPEHA, & MPeocTasa JiBa cy Mehyco6HO KomyroBanu Komiuiekcan bpojepu. Caga
HaM cTaHaapaHu apryment (paljen na sexbGama) maje na je Gal(p/Q) = Sp, na jennaumna p(X) = 0 nuje
pellInBa ¥ PaIuKaJIIMA. O

. Heka je p(X) = X%+ 3X — 6.

1) Hokaszaru ja p(X) mma peasan kopen «. Pakropucarn noaunrom p(X) mMoayso 2.

2) Ucnmrarn na nw je o KORCTPYKTHOMIAH OPO;.

Pewerve. 1) Jacuo je ma p(X) uma peasan kopes, jep je p(0) = —6 u p(2) = 256. Iloaunom p(X) mMomymno
2 je jenmak X8 + X = X 24X , & 3HAMO JIa je 0Baj IOJIMHOM IIPOM3BO/i CBMX HECBO/BMUBUX MOHHUYHUX
mosuHOMa, cTeneHa 1 n 3. HecBombusu nuneapnu monuaoMu ¢y X m X + 1, a HeCBOJJbUBHU MOJIUHOME
cremena 3 cy X° + X2+ 1u X3 + X 41 (jacuo je ga jequno oBu 1oJMHOMHE CTEHeHA 3 HEMAjy KOPEH y
Fy). Haxme, p(X) = X(X + 1)(X3+ X2+ 1)(X3+ X +1) mod 2.

2) Ilommuom p(X) je HECBOJUBMEB MO Aj3€HINTAJHOBOM KPHUTEPHjyMy, ma je u cenapabuwian. Vmamo
npupoguo yraname Gal(p/Q) < Sg. Hberosa peaykumja momyso 2 je cemapabuiiHa KakO CMO BUIEJIH,
na 1o JlenekuHmoBoj Teopemu MokeMo Ja 3akpyunmo Ja Gal(p/Q) cagpku nepMmyTanmjy duja je muK-
aycHa jekomnosunyja tuna (3, 3). Cuenmjaano To 3naun ga Gal(p/Q) canpxu esement pena 3. Ipema
tome 3 | |Gal(p/Q)| = |F : Q|, rae je F' kopercko nosbe mosuaoma p(X) mag Q, ma |F : Q| Huje crenen
JIBOJKE, OJIAKJIE CJIEJIM /13, (v HUje KOHCTPyKTubuaan 6poj. U

. Heka je p(X) cemapabuian HeCBO/JbUB TOJIMHOM CTEMEHA 1 HAJL OJbeM k, F' 1eroBO KOPEHCKO MOJbe U (v
jeman meros Kopes. IIpermocrasumo jia je Gal(F/k) = S,,. Oapenuru ca Mehymnosma pamupema k(o) /k.

Pewemwe. Hekacy ay, o, ..., a, = a cu kopenu nosuroma p(X ). TIpumeruno na f € Gal(F/k) dbukcupa
k(a) akko durcupa a. Ipema Tome, k() je dukco nomwe nonrpyne H = {f € Gal(F/k) | f(a) = a}, na
je nmrame Melynosba pamuperma k(a)/k eKBUBaJIEHTHO nuTamy HaJArpyna nogrpyne H.

Ipernocrasumo na je H < K u f € K ~\ H. Kako je Gal(F/k) = S,, npumernmo ga H, na tume u
K, campxu cBe Tpancunosunmje |, ], 3a 1 < i < j < n. Kako f ¢ H, to je f(oy,) = oy, 3a HeKO
k < n. Wzabepumo | < n, | # k u npumernmo ga K cagpxu [~ ag, ap]f = | f~ ), an], 1j. K caapxn
TPAHCIO3AIH]Y | i, iy |, THE je o = [~ (oy). Haxme, K caipm TpaHCHOZUIHjE |y, o], 1 < i < n,
i # m, a one remepunry S,. Jlakme, H nema npasux Hajarpyna, na k(«)/k mema npasux meljymoma. [

1) Hamajenmean a = ((Z—1)2, X2+ XY +Y - X2Z) C C[X,Y, Z] pajmkancku? OArosop joKa3aTh/ap-
TYMEHTOBATH.

2) Hoxkasaru ja je xunepnoppm F = Z(XY — Z) C A} usomopdna adunoj pasan AZ. Ogjpenuru
jeman excrumuiuTHE w3omopdwuzam ¢ : F — A%, onpeauTu meMmy oarosapajyhm xomomopduzam
Koop/MHATHHX TIpcTena ¢* @ A[AZ] — A[F] U eKCIUIMIUTHO ONUCATH W HUXOBE WHBEP3e.

3) Ja am je xunepriosprr Z(XY — Z2) C A(‘?: n3omopdHa ca, A%?

4) Heka je L npou3BospbHA MPABA y NPOjEKTUBHOM IPOCTOPY IP’%. JokazaTu 114 je CKyI CBUX MPABUX y IP%
KOje He npeceuajy naTy upaBy L mapamerpuzoBaH (Tj. y OHjeKIHjU ca) jeJHUM BapUjETETOM, KOjH je
n3omopdan adunoj 4-paBun Aé.

Pewewe. 1) Ilpumerumo qa Z — 1 € y/a. Ako Z —1 € a, tama je Z — 1 = p(X,Y,Z)(Z — 1)? +
(X, Y, Z)(X?+ XY +Y —X2Z). 3a X =Y =0, nobujamo jeymaxocr y C[Z]: Z—1=p(0,0,2)(Z—1)2,
na y3uMajyhu cTemeHe JieBe u JecHe CTpaHe BHAUMO jaa oHa Huje moryha. [lakme, Z — 1 ¢ a, ma a Huje
pPaJUKAJICKH.

2) Youumo mopdmsam ¢ : F :— AZ nar ca p(z,y,2) = (z,y) u mopbusam ¢ : AL — F nar ca
Y(x,y) = (z,y,xy). Ogurnemso je Yo = idp u i) = idA%, na cy F u A% cy uzomopduu.

Jlako je Bumeru na je XY — Z umecsompus nonmuaom y C[ XY — Z], ma je (XY — Z) npocr, 1j. I(F) =
(XY — Z). TIpema tome A[F| = C[X,Y, Z]/(XY — Z). Opxrosapajyhin xomomopduzam ¢* : C[X,Y] =
A[AZ] — A[F) = C[X,Y, Z]/(XY — Z) je nar ca: ¢* : X = X + (XY —2Z), Y = Y + (XY — Z).
Hemy omrosapa uuseps * : C[X,Y, Z]/(XY — Z) — C[X,Y] par ca: ¢* : X + (XY — 7Z) — X,
Y+ (XY —Z) =Y uZ+ (XY - Z) > XY.



3) Osmaummo F = Z(XY — Z?). Huje temxo sugern jma je XY — Z2 mecsommus y C[X,Y, Z], ma
je (XY — Z?) mpocr, 1j. I(F) = (XY — Z?). Ilpema tome, oxrosapajyhu KoopauuaTHm HpCTEH je
A[F] = C[X,Y, Z]/{(XY — Z?). llpumermmo na A[F] nuje noMeH ca jequHCTBEHOM (BaKTOPU3AIH]jOM
(XY = Z?; TpuBnjanan padyn mokasyje ma cy X, Y u Z Da3IUuUTH, HEWMBEPTHOWIHM W HECBOJJbUBH
eneventn y A[F]), na npema tome nuje usomopdan ca A[AZ] = C[X,Y]. Kako nucy usomopdunu xao
npcrenn, Hucy w3omopdun Hu kao C-anrebpe, na uu F' u A% HUCY W30MOP(HHU.

4) MoxkeMo Jia TJ1e/IJaMO IPOJeKTUBHY IIPAaBY Kao IpeceK JBe IpojekTuBHe paBHU. lIpojerwBha pasaH je
OIMMCAaHA XOMOTE€HOM JUHEAPHOM jeTHAUMHOM Thna: a1 Xi + asXao + a3 X3 + oy Xy = 0, rme HUCY CBU
jemnaxu 0. Jlakse, mpojekTuBHA TIpaBa je oapehena cucteMOM OBAaKBE JIBE jeIHAUMNHE:

a1 X1+ asXo+ a3 Xs+as Xy =0
B1 X1 + B2 Xo + B3 X3+ F12X4 =0,

qnju je paHr 2 (ako je paHr 1, Tasa oBe JBe jeTHAUMHE ONMUCYjy UCTy paBan). CHuCTeMH JATOr THNA CY
OIMNCaHW MAaTPpHUIIOM
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IpU 9eMy Ta MAaTpHUIA TPEJCTaBba IMpaBy aKKO je paHra 2, a paBaH akKkKo je panra 1. JacHo je ma
ase osakse marpurie M u N, obe panra gsa, mory na ojapehyjy ucry mpaBy, IITO je eKBUBAJIEHTHO €4,

rank [ M

. M .
N | = 2. Ilpape ompebhene marpunama M u N mmajy mpecek akko rank N } = 3, a HEMA]yY

M M
N ] = 4, ekBuBaJIeHTHO det [ N ] #0.

IpeceK akko rank [

1

. 0 0 0 .
Bes3 ymamema ommTocTH, TPeTIIOCTaBUMO Jia je L nata Marpunom L = 0100l Tepaumo 11a je

CKYIl CBUX [IPaBUX KOje He ceky L jejHak:
1
S:{[i z 0 (1)} : x,y,u,vEC}.

DO: Ako M € S, rana je rank(M) = 2 u det { L

M ] =1, ma npasa M =e ceue L.

. L
C: Axo je mpaBa M = [ ar az a3 o ] e cevye L, tana det {

Bi B2 B3 P M } = a3fs — auf3s # 0. Kaxo

a3 u B3 He Mory oba 6urtm 0, 70 Ha 3aMeHy BpcTta y M, MOXKeMO NPETIOCTABUTH Jia je ag #* 0, ma
JIEJbEEM TIPBE BPCTE Ca (v3 (& MITO je MCTa MPOjeKTUBHA PaBaH) BEIMMO Ja je mpasa M jaata MaTpunom
a1 9 1 Y
Pr P2 B3 P
ca —[f3 m mojgamo sipyroj, gobujamo ja je npasa M nara marpunom (m gasme o3nanasamo M, a, ) M =

a1 9 1 Yy

Br B2 0 Ba
B4 w pobujamo M = {

(omer ozmawaBamo ca M, «, B, Hema 3abyne) M = [ ] Kana npBy Bpcy IOMHOXKEMO

Yemos ma ce L m M we ceky cama raacu $4 # 0, ma TMOIEIWMO JPYTY BPCTY €A

a1 9 1 (6]

pr B2 0 1

nobujamo ma je mpasa M mara ca M = {

]. Konauno momapamem mapyre BpPCTe TOMHOYKEHE CA —(iy TTPBO]
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] jennake akko x = ',y =

. . M
y,u = u,v = v'. Bancra, ako cy M u N jemnake, Taja je rank[ N ] = 2, ma pauyHOM MHHOPA
My, Moy, M3y, My, x0oju cBu mopajy 6utn jemunaku 0, 100ujamMo KeJbeHu 3aKIbY 9aK.
z y 1

Cana je f: Al — S, nebunucana ca f: (z,y,u,v) — [ w o 0 1

], TpazkeHa mapaMmerpusanmja. [



