Anrebpa 3, Jyn 2014. 26. jyn 2014.

1. Heka je F xopencko mome mommaoMa (X° — 2)(X3 — 3) mag Q. Hokazatu ma je Q(e3) < F u oapematn
cBa mebymossa Tor pamupema.

Pewerve. Koperu mator mommroMa ¢y /2, e3v/2,e2v/2, V/3,e3v/3,3V/3, ma je F = Q(V/2, v/3.¢3), onakie
je Q(e3) < F. Kako je F/Q l'asmoaoso, 1o je u F'/Q(e3) I'asmoaoBo, ma cy csa Tpaxkena mehy mosba dbukcHa
nosba nogarpyna rpymne Gal(F/Q(e3)). Oapesumo oBy rpyumy.

Jlokaxumo na je |Q(v/2,v/3) : Q| = 9, na kaxo je |Q(e3) : Q| = 2 u xako cy (2,9) = 1, gobujamo
F:Q =18 mau |F: Q)| = 9. Mwawo |Q(Y2, ¥3) : Q| = [Q(Y2, ¥3) : Q)| - 1Q(2) : Q| =
3-1Q(V/2, V/3) : Q(v/2)|. Mososmno je moxazaru ga je X* — 3 necsomybus wax Q(+/2). Y cynpornom nma
muHeapan daxrop Has Q(4/2), 1j. mHeku merop xKopen npumaiga Q(v/2). Kako je Q(4/2) peamno momwe,
3aKJbYTYjEMO V3 e Q({’/ﬁ) Bamumumo V3 y 6azu {1, V2, \3/41} Han Q: /3 = a+ bV2+ cv4. Tana je
V3 —a =by/2+ cV/4, na musamem ma Tpehu crenen no6mjamo

3 —3aV9 + 3a*V/3 — a® = 20% + 6bc(bV2 + cV/4) + 4c® = 2b + 6bc(V3 — a) + 4c?,

na Kopucrehu nunreapny mesasucuocr {1, v/3, V/9} nag Q nobujamo: 3 — a® = 20 + 4c® — 6abe, 3a® = 6bc
u —3a = 0. Onasne je a = 0, ua je bc = 0 u 3 = 2b3 4+ 4¢3, Axo je b = 0, taza je 3/4 Tpehu cremen
panumonasHor 6poja, a ako je ¢ = 0 taga je 3/2 tpehu crenen pamuonasuor 6poja. Konrpaukimja.

IIpema Tome G = Gal(F/Q(e3)) je rpyma pema 9, nakiae A6enosa (rpyme pega p? cy A6enose). Ilurame
je Ja JM je IMKJIMYHA WM NPOM3BOJ JiBe nukJindHe. Ayromopdusmu nosmba F uan Q(e3) cy onpehenu
crmKaMa V2 1 /3, KOIjH ce CIMKajy y KOpeHe HHXOBAX MHHEMAJHAX HOJIHOHOMA HAL Qe3) X3 — 2w
X3 — 3, ma kaxo ux uma 9, BUAUMO 12 cy esementu rpyne G ayromopduzMu fijs 0 <4, < 3, maru ca:
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Kako ceu ayromopdusmu dburcupajy Q(e3), 1aK0 BHAAMO Ja CY CBH HETPUBU}JIAHA ayTOMOPMU3MHE e
3, na je G = Z/3Z x Z/3Z. Tpyna G uma 4erupu npase HETPUBHUjaJHE HOJArPyIe peja 3, U JIAKO je
sugeru jga ¢y o H = (fio), K = (f11), L = (f12) u M = (fo1). llorpebHO je jorr omperutn HUXOBA
dukcHa mospa.

Hajrpe npumernmo na je mako FH = Q(v/3,e3) m FM = Q(V/2,¢3).
Uzpauyuajmo FX. IIpumerumo ga je f11(V/2//3) = e3v/2/e38/3 = v/2/V/3, ma Q(/2/¥/3,e3) < FK u

CTAHIAPIAH APIYMEHT Ca CTeneHoM pammpermsa Ham gaje FX = Q(v/2/V/3,e3).

Cymrano mperxorom nacycy nmamo u 'L = Q(3/2V/3, e3). O

2. ®akropucameM nommaoMa p(X) = X0 —14X3 +34X2 +59X + 15 Mmoayo 2, 3 u 5 I0Ka3aTH Ja jeHadHHA
p(X) = 0 Huje pemwmBa y pajuKaauMa.

Pewere. Paxropummmo najupe p(X) momyno 2, 3 u 5.

p2(X) = X6+ X+1. Jacno je ma p2(X) mema muneapan kopen. [IposepumMo sia 1 nMa KBaApaTHH (HaKTOP.
Osmaunmo ca k(X) xsagparan daxtop of pa(X). 3mamo ma k(X) | X2 — X = X(X + 1)(X2+ X + 1),
ma je k(X) = X2+ X + 1. Jlako ce summ ma k(X) we memm pa(X). Tlpema Tome, axo je pa(X) crobus,
OHJIa je TIPOM3BOJ, ABa moamHoMa Tpeher cremena. Ozmadmmo ca t(X) dbaxTop Tpeher crenena o pa(X).
Buamo ma t(X) | X2 — X = X(X" +1). Taga t(X) | X"+ 1m ¢(X) | po(X) | X7+ X2 4+ X, ma #(X)
Jemn 1 pasmiky X2 + X + 1, mTo je konrpagukmmja. Jaxme, po(X) je mecsommus naz Fo.

p3(X) = X0+ X3+ X2 - X = X(X°+ X2 + X — 1). Pacrasumo jom ¢(X) = X° + X2+ X — 1 nan
Fs. Jlako je sumeru na q(X) Hema smaeapad dhaxTop. AKO je CBOJJbUB, OHJIA UMAa KBaJpaTaH (DaKTOP.
Ipernocrapuyo ma je k(X) meros keagparan dakrop. 3mamo ma k(X) | X3 — X = X(X8 — 1) =
X(Xt—1)(X*+1). Avo k(X) | X* - 1| X° — X, ma gesm w pazmuky ¢(X) — X° + X = X2 +2X — 1,
1j. k(X) = X2 +2X — 1 u naxo sumumo na k(X) me gemm q(X). Axo k(X) | X* +1| X® — X, nemu n
pazmuky ¢(X)—X°—X = X?2—1 = (X —1)(X +1), mrro umje moryhe. Jaxze, q(X) mema ar KBapaTHn
$dakTOp, 0a je HeCBOIJ/LUB.



ps(X) = X0+ X3 - X2 - X = X(X'4+ X?2-X-1) = XX -DX*+ X3+ X2 +2X +1) =
X (X —1)(X+1)(X3+ X +1). TIpumerumo jour ga je X3+ X + 1 necsoybus naj Fs, jep nema jmneapan
daxTop.

Heka je G = Gal(p/Q). Kako je p2(X) necompus Hag Fy, To je u p(X) mHeceombusa Haa Z, na u Ha Q.
Cuengjanno, p(X) je cenapabusian nosmuom u G je TpansurusHa noarpyna o Sg. Kako cy pa(X), p3(X)
u p5(X) cemapabmwiau moxemo npumenntr JlenekuumoBy teopemy. Ona kaxe ma G cajp:xku 6-IHKI,
5-muka n 3-npki. Kako je 5 > 6/2 u 5 je npocr 6poj, umamo ga je G TpasuTHBHA MOArpya oj Sg Koja
caJIpKu 5~k U 3-1ukJI, 11a je Ag < G. OBo je Beh j10BOJBHO J1a 3aKIJbYIUMO 13, je (G HepeluBa, rpyIa, 1a
je p(X) = 0 jennaumna mepenmmsa y pajukaguma. [Ipumernvo camo ja je G = Sg, jep caapku HEmapHy
nepmyTtanujy (oHaj 6-1HKIT). O

. Ozpennru cBe KouCTpYKTUOUMIIHE ejiemente y nosby F' = Q(e13).

Pewewe. F/Q je Tasmoaoso pemewe u G = Gal(F)/Q) = Z/127Z. Heka je G = (f). Youumo rope-
cojieHnyjy pammupemna F/Q (Ha npBoMm aujarpaMmy cy O3HAYEHH W WHJEKCH HOJArPYHa y ofropapajyhum
rpymnama, a Ha JAPYyroM CTENeH PAIMPEma NoJba, HAJl OArosapajyiinmM nornosmsem):
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Ca mujarpama je jacmo ga cy F " KOHCTPYKTUOH/IHE ejteMentd u3 F. Ako a € F 4>, Taga je Q(a)
jemnako Q, F ) FY 4>; y CBAKOM CJIy4ajy HOCTOjU KOHCTPyKTuOmaHu Hu3 nosba usmehy Q u Q(a).
Axo a ¢ FUY rama je Q(a) jennako FU U ym F, na je |Q(a) : Q| jenmnako 3, 6 num 12; y cBakom
CIIy4ajy a HAje KOHCTPYKTUOUIAH. ]

)

. Hexka je k” amrebapcko 3arsopeme nosba k kapakrepucruke 0 n f € Autg(k®). Heka je F' = {z € k* |
f(x) = x} durcuo nome ayromopdusma f. Ako je E/F xonaqano ['ajmoaoso pammperme, T0Ka3aT J1a je
Gal(E/F) = (f|r). Jokasaru ja je cBaKO KOHAYHO palluperme noba F' uKkiaInaHo.

Pewerve. [lpumerumo na f|p mo nedununuju dukcupa F, ma 36or nopmagnoctu F/F umamo na f|g €
Gal(E/F). Hoxaszahemo ga je EVIE) = F| onakne cuenu Gal(E/F) = (f|g). Tpusujasuno F < EYIE),
Axo a € EVE) rana flp(a) = a, ma f(a) = a, 1j. a € F. Jakne, F = B2,

Axo je K/F KoHaYHO palmupeme, younMo meroeo amoaoso 3arBopeme E/F, oHO je Takohe KoHATHO.
Kako je E/F uukiuano npema nperxoguaoM, nogrpyna ox Gal(E/F) koja ¢ukcupa K je HopmasiHa, na
je K/F nopmaiHo, 1j. Lamoaoso. Hakie, K = E u K/F je nukangIHO. O

. (a) Hekaje a = (X2 + Y2 - 1,Y — 1) C C[X,Y]. Onpemaru 6ap jejan OIAHOM f KOjU TIPUITAJTA HICAITY
I(Z(a)), asmm He npumaja a.

(6) Ckyn M, (C) cBEX n X n KOMIJIEKCHHX MaTpHUIa HaeHTHDUKYjeMo ca adbuHEM 1 -TIpocTopoM Ag
(cBakoj MaTpunm oroBapa jegna rauka adpuHor mpocropa). JlokazaTh g je CKyI CBUX OBAKBHX MATPUIA
Koje mMajy Gap jeJHy BUIIECTPYKY CONCTBEHY BPEIHOCT jeiaH airebapcku (Tj. 3apUCKU 3aTBOPEH) CKYII
y A

() Hda s je ckyn marpuna u3 M, (C) auje cy cBe concTBeHe BpeIHOCTH jeJTHOCTPYKe, acdbuHu aarebapcku
CKYyT Yy HEKOM a(DUHOM IIPOCTOPY !

Pewerve. (a) Tlpumernmo ma je a = (X2)Y — 1), jepje X2+ Y2 -1 = X2+ (Y +1)(Y — 1). TIpema
Xunbeprosoj Teopemu je 1(Z(a)) = v/a. Jacuo je na X € 1/a, jep X2 € a, anm Takohe X ¢ a.



(6) MaTpura A mMa BUIIECTPYKY COIICTBEHY BPETHOCT AKKO KAPAKTEPUCTUIHHU OTMHOM X A(t) = det(tE—
A) nma BuiecTpyku KopeH akko je guckpumunanrta Aq(det(tE — A)) = 0. Ilpema rome, jaru ckyu je
Z(A¢(det(tE—(Xi5))))- (Cerumo ce ma je det(tE —(X;;)) nonunom 1o t uuju cy KoedUnujeHTH IOJIHHOMI
10 X;j, ¥ CETUMO Ce Ja Ce UCKPUMUHAHTA HOJNHOMA H3ParkaBa Kao MOJIHHOM Off IheHIX KOehHUIIjeHaTa.
Ipema tome Ay(det(tE — (Xij))) je mommuom no X;;.) Osge cmo ca X5, 1 < 4,5 < n, o3nagaBanm
npomensbuBe y oaropapajyhoj C-asnrebpu moguHoMa.

(B) Marpuna A wma jesnrocTpyke concrsere BpeaHocTn akko Ay (det(tE — A)) # 0, 1j. nma ursep3. Ako
2 ..

IIOCMATPaMO IPOCTOP Ag: 1 i osmaunmo mpomempuse y C-anre6pu MOTHHOMA, Ca Xij, 1 <i,7<n,n

Y, tama marpure ca jeJHOCTPYKHUM COIICTBEHWM BPEIHOCTUMA HA OUWTJICIAH HAYWH MACHTU(DUKYjEMO Ca

tadkama Ha Z(Y - Ay(det(tE — (X45))) — 1). O

. Heka jekA KOMYTaTUBHYU MPCTEH €A JEJIMHUIIOM 33 KOjU TIOCTOje HEKHW FerOBH WJIEAJIN 01, 02, . . ., 0 TAKBH
na je (;—; a; = 0 u nonarno, aa cy Konuunuiky npcrenn A/a; Herepunu, 3a cee 1 < j < k. [lokasartu
1a je u A Herepun npcrem.

Pewerwe. Jokazahemo nma cy ¢BuM ujieaJiu KOHAYHO TeHepucanuw. Heka je a < A TpoW3BObAH HIeal.
Osmaummo ca bg = a, b; = b,_1Na; =aNa;NasN...Na;, 1 <i < k. Ilpumernmo a = by 2 by O
bo O ... D br =0. Unean b;_1 + a;/a; npcrena A/aq;, 3a 1 < i < k, je komauno renepucas, jep je A/q;
Herepun; Heka cy i1, T2, . . . , Tin, € bj—1 TakBu na (r;; +a; | 1 <j <mn;) =b; +a;/a; y A/a;. Tepaumo
majea=(x;|1<i<k, 1<j<n). 2D jejacro.

Heka je y € a. Sanumumo y+a; = E;il T1jT1j+01; Tana yp = 9_2?;1 rijz1; € aNap = by, 3amummumo
Y1+ az = Z;l; T9;j%2j + G2; TAIA Yo = Y — Z?; To;x2; € by NMag = by. HacraBumo mocrymak: ako
UMAMO Y1 € b1, 3ANMIUMO Y1 + @ = D50 Tijri; + a5 Tana Y; = Yio1 — 35y TijTi; € bim1Na; = by
Konauno nobujamo yi € by = 0, ma je
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omakie y € (x| 1 <1<k, 1<j<ny). O



