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1. Neka je F korensko po	e polinoma (X3 − 2)(X3 − 3) nad Q. Dokazati da je Q(ε3) ≤ F i odrediti

sva me�upo	a tog raxire�a.
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je Q(ε3) ≤ F . Kako je F/Q Galoaovo, to je i F/Q(ε3) Galoaovo, pa su sva tra�ena me�u po	a fiksna
po	a podgrupa grupe Gal(F/Q(ε3)). Odredimo ovu grupu.

Doka�imo da je |Q( 3
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3) : Q| = 9, pa kako je |Q(ε3) : Q| = 2 i kako su (2, 9) = 1, dobijamo
|F : Q| = 18, pa i |F : Q(ε3)| = 9. Imamo |Q( 3
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pa koriste�i linearnu nezavisnost {1, 3
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9} nad Q dobijamo: 3− a3 = 2b3 + 4c3− 6abc, 3a2 = 6bc
i −3a = 0. Odavde je a = 0, pa je bc = 0 i 3 = 2b3 + 4c3. Ako je b = 0, tada je 3/4 tre�i stepen

racionalnog broja, a ako je c = 0 tada je 3/2 tre�i stepen racionalnog broja. Kontradikcija.

Prema tome G = Gal(F/Q(ε3)) je grupa reda 9, dakle Abelova (grupe reda p2 su Abelove). Pita�e

je da li je cikliqna ili proizvod dve cikliqne. Automorfizmi po	a F nad Q(ε3) su odre�eni

slikama 3
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X3 − 3, pa kako ih ima 9, vidimo da su elementi grupe G automorfizmi fij , 0 ≤ i, j < 3, dati sa:
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Kako svi automorfizmi fiksiraju Q(ε3), lako vidimo da su svi netrivijlani automorfizmi reda
3, pa je G ∼= Z/3Z × Z/3Z. Grupa G ima qetiri prave netrivijalne podgrupe reda 3, i lako je

videti da su to H = 〈f10〉, K = 〈f11〉, L = 〈f12〉 i M = 〈f01〉. Potrebno je jox odretiti �ihova

fiksna po	a.

Najpre primetimo da je lako FH = Q( 3
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Sliqno prethodnom pasusu imamo i FL = Q( 3
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2. Faktorisa�em polinoma p(X) = X6−14X3+34X2+59X+15 modulo 2, 3 i 5 dokazati da jednaqina
p(X) = 0 nije rexiva u radikalima.

Rexe�e. Faktoriximo najpre p(X) modulo 2, 3 i 5.

p2(X) = X6+X+1. Jasno je da p2(X) nema linearan koren. Proverimo da li ima kvadratni faktor.
Oznaqimo sa k(X) kvadratni faktor od p2(X). Znamo da k(X) | X22 −X = X(X + 1)(X2 +X + 1),
pa je k(X) = X2 + X + 1. Lako se vidi da k(X) ne deli p2(X). Prema tome, ako je p2(X) svo�iv,
onda je proizvod dva polinoma tre�eg stepena. Oznaqimo sa t(X) faktor tre�eg stepena od p2(X).
Znamo da t(X) | X23 −X = X(X7 + 1). Tada t(X) | X7 + 1 i t(X) | p2(X) | X7 + X2 + X, pa t(X)
deli i razliku X2 +X + 1, xto je kontradikcija. Dakle, p2(X) je nesvod	iv nad F2.

p3(X) = X6 + X3 + X2 − X = X(X5 + X2 + X − 1). Rastavimo jox q(X) = X5 + X2 + X − 1 nad

F3. Lako je videti da q(X) nema linearan faktor. Ako je svod	iv, onda ima kvadratan faktor.

Pretpostavimo da je k(X) �egov kvadratan faktor. Znamo da k(X) | X32 − X = X(X8 − 1) =
X(X4 − 1)(X4 + 1). Ako k(X) | X4 − 1 | X5 −X, pa deli i razliku q(X)−X5 +X = X2 + 2X − 1,
tj. k(X) = X2 + 2X − 1 i lako vidimo da k(X) ne deli q(X). Ako k(X) | X4 + 1 | X5 −X, deli i

razliku q(X)−X5−X = X2−1 = (X−1)(X+1), xto nije mogu�e. Dakle, q(X) nema ni kvadratni
faktor, pa je nesvod	iv.



p5(X) = X6 + X3 − X2 − X = X(X5 + X2 − X − 1) = X(X − 1)(X4 + X3 + X2 + 2X + 1) =
X(X−1)(X+1)(X3 +X+1). Primetimo jox da je X3 +X+1 nesvod	iv nad F5, jer nema linearan

faktor.

Neka je G = Gal(p/Q). Kako je p2(X) nesvod	iv nad F2, to je i p(X) nesvod	iva nad Z, pa i nad Q.
Specijalno, p(X) je separabilan polinom i G je tranzitivna podgrupa od S6. Kako su p2(X), p3(X)
i p5(X) separabilni mo�emo primeniti Dedekindovu teoremu. Ona ka�e da G sadr�i 6-cikl,
5-cikl i 3-cikl. Kako je 5 > 6/2 i 5 je prost broj, imamo da je G trazitivna podgrupa od S6 koja
sadr�i 5-cikl i 3-cikl, pa je A6 ≤ G. Ovo je ve� dovo	no da zak	uqimo da je G nerexiva grupa, pa

je p(X) = 0 jednaqina nerexiva u radikalima. Primetimo samo da je G = S6, jer sadr�i neparnu

permutaciju (onaj 6-cikl). �

3. Odrediti sve konstruktibilne elemente u po	u F = Q(ε13).

Rexe�e. F/Q je Galoaovo rexe�e i G = Gal(F )/Q) ∼= Z/12Z. Neka je G = 〈f〉. Uoqimo kore-

spodenciju raxire�a F/Q (na prvom dijagramu su oznaqeni i indeksi podgrupa u odgovaraju�im

grupama, a na drugom stepen raxire�a po	a nad odgovaraju�im potpo	em):
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Sa dijagrama je jasno da su F 〈f
4〉 konstruktibilni elementi iz F . Ako a ∈ F 〈f

4〉, tada je Q(a)
jednako Q, F 〈f2〉 ili F 〈f

4〉; u svakom sluqaju postoji konstruktibilni niz po	a izme�u Q i Q(a).
Ako a /∈ F 〈f4〉, tada je Q(a) jednako F 〈f

3〉, F 〈f
6〉 ili F , pa je |Q(a) : Q| jednako 3, 6 ili 12; u svakom

sluqaju a nije konstruktibilan. �

4. Neka je ka algebarsko zatvore�e po	a k karakteristike 0 i f ∈ Autk(ka). Neka je F = {x ∈ ka |
f(x) = x} fiksno po	e automorfizma f . Ako je E/F konaqno Galoaovo raxire�e, dokazati da je

Gal(E/F ) = 〈f |E〉. Dokazati da je svako konaqno raxire�e po	a F cikliqno.

Rexe�e. Primetimo da f |E po definiciji fiksira F , pa zbog normalnosti E/F imamo da f |E ∈
Gal(E/F ). Dokaza�emo da je E〈f |E〉 = F , odakle sledi Gal(E/F ) = 〈f |E〉. Trivijalno F ≤ E〈f |E〉.
Ako a ∈ E〈f |E〉, tada f |E(a) = a, pa f(a) = a, tj. a ∈ F . Dakle, F = E〈f |E〉.

Ako je K/F konaqno raxire�e, uoqimo �egovo Galoaovo zatvore�e E/F , ono je tako�e konaqno.

Kako je E/F cikliqno prema prethodnom, podgrupa od Gal(E/F ) koja fiksira K je normalna, pa

je K/F normalno, tj. Galoaovo. Dakle, K = E i K/F je cikliqno. �

5. (a) Neka je a = 〈X2 + Y 2 − 1, Y − 1〉 ⊆ C[X,Y ]. Odrediti bar jedan polinom f koji pripada idealu

I(Z(a)), ali ne pripada a.

(b) Skup Mn(C) svih n × n kompleksnih matrica identifikujemo sa afinim n2-prostorom An2

C
(svakoj matrici odgovara jedna taqka afinog prostora). Dokazati da je skup svih ovakvih matrica

koje imaju bar jednu vixestruku sopstvenu vrednost jedan algebarski (tj. Zariski zatvoren) skup

u An2

C .

(v) Da li je skup matrica izMn(C) qije su sve sopstvene vrednosti jednostruke, afini algebarski
skup u nekom afinom prostoru?

Rexe�e. (a) Primetimo da je a = 〈X2, Y − 1〉, jer je X2 + Y 2 − 1 = X2 + (Y + 1)(Y − 1). Prema

Hilbertovoj teoremi je I(Z(a)) =
√
a. Jasno je da X ∈

√
a, jer X2 ∈ a, ali tako�e X /∈ a.



(b) Matrica A ima vixestruku sopstvenu vrednost akko karakteristiqni polinom χA(t) = det(tE−
A) ima vixestruki koren akko je diskriminanta ∆t(det(tE − A)) = 0. Prema tome, dati skup je

Z(∆t(det(tE−(Xij)))). (Setimo se da je det(tE−(Xij)) polinom po t qiji su koeficijenti polinomi
po Xij , i setimo se da se diskriminanta polinoma izra�ava kao polinom od �enih koeficijenata.

Prema tome ∆t(det(tE − (Xij))) je polinom po Xij .) Ovde smo sa Xij , 1 ≤ i, j ≤ n, oznaqavali
promen	ive u odgovaraju�oj C-algebri polinoma.

(v) Matrica A ima jednostruke sopstvene vrednosti akko ∆t(det(tE −A)) 6= 0, tj. ima inverz. Ako

posmatramo prostor An2+1
C i oznaqimo promen	ive u C-algebri polinoma sa Xij , 1 ≤ i, j ≤ n, i

Y , tada matrice sa jednostrukim sopstvenim vrednostima na oqigledan naqin identifikujemo sa

taqkama na Z(Y ·∆t(det(tE − (Xij)))− 1). �

6. Neka je A komutativni prsten sa jedinicom za koji postoje neki �egovi ideali a1, a2, . . . , ak takvi
da je

⋂k
j=1 aj = 0 i dodatno, da su koliqniqki prsteni A/aj Neterini, za sve 1 ≤ j ≤ k. Dokazati

da je i A Neterin prsten.

Rexe�e. Dokaza�emo da su svi ideali konaqno generisani. Neka je a / A proizvo	an ideal.

Oznaqimo sa b0 = a, bi = bi−1 ∩ ai = a ∩ a1 ∩ a2 ∩ . . . ∩ ai, 1 ≤ i ≤ k. Primetimo a = b0 ⊇ b1 ⊇
b2 ⊇ . . . ⊇ bk = 0. Ideal bi−1 + ai/ai prstena A/ai, za 1 ≤ i ≤ k, je konaqno generisan, jer je A/ai
Neterin; neka su xi1, xi2, . . . , xini ∈ bi−1 takvi da 〈xij + ai | 1 ≤ j ≤ ni〉 = bi + ai/ai u A/ai. Tvrdimo
da je a = 〈xij | 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ ni〉. ⊇ je jasno.

Neka je y ∈ a. Zapiximo y+a1 =
∑n1

j=1 r1jx1j +a1; tada y1 = y−
∑n1
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∑n2
j=1 r2jx2j ∈ b1 ∩ a2 = b2. Nastavimo postupak: ako

imamo yi−1 ∈ bi−1, zapiximo yi−1 + ai =
∑ni

j=1 rijxij + ai; tada yi = yi−1−
∑ni

j=1 rijxij ∈ bi−1∩ ai = bi.
Konaqno dobijamo yk ∈ bk = 0, pa je
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rkjxkj ,

odakle y ∈ 〈xij | 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ ni〉. �


