
Algebra 3, kolokvijum 2013/14. 13. april 2014.

1. Neka su p(X), q(X) ∈ k[X] nesvod	ivi polinomi, α neki koren polinoma p(X) i β neki koren

polinoma q(X). Dokazati da je p(X) nesvod	iv nad k(β) akko je q(X) nesvod	iv nad k(α).

Rexe�e. Bez uma�e�a opxtosti, pretpostavimo da su dati polinomi moniqni. Tada je µα,k(X) =
p(X) i µβ,k(X) = q(X). Primetimo da je p(X) nesvod	iv nad k(β) akko µα,k(β)(X) = p(X) = µα,k(X)
akko |k(α, β) : k(β)| = |k(α) : k|. Sliqno, q(X) je nesvod	iv nad k(α) akko |k(α, β) : k(α)| = |k(β) : k|.
Prema lanqanom pravilu na lance sa dijagrama:

k(α, β)

k(α) k(β)

k

imamo da je |k(α, β) : k| = |k(α, β) : k(α)| · |k(α) : k| = |k(α, β) : k(β)| · |k(β) : k|, odakle zaista sledi
|k(α, β) : k(β)| = |k(α) : k| akko |k(α, β) : k(α)| = |k(β) : k|. �

2. Neka je F korensko po	e polinoma (X2 − 2X − 1)(X2 − 2X − 7) nad Q. Odrediti Aut(F ).

Rexe�e. Koreni datog polinoma su 1 ±
√

2, 1 ± 2
√

2, pa je jasno F = Q(
√

2). Po	e F ima dva

automorfizma koji su dati sa:
√

2 7→
√

2 i
√

2 7→ −
√

2. (Obrazlo�iti deta	e.) �

3. a) Ako je t transcendentan nad Q, dokazati da su svi elementi iz Q(t) rQ transcendentni nad Q.
b) Ispitati da li je Q(

√
2, π)/Q prosto raxire�e.

Rexe�e. Ako α ∈ Q(t) r Q, tada je α = p(t)/q(t), gde su p(X), q(X) ∈ Q[X] uzajamno prosti

polinomi. Tada je (poznato sa ve�bi { obrazlo�iti) |Q(t) : Q(α)| = max{deg p(X),deg q(X)}.
Pa iz lanqastog pravila na lanac Q ≤ Q(α) ≤ Q(t) zak	uqujemo da je |Q(α) : Q| = ∞, jer je t
transcendentan. Dakle i α je transcendentan.

Ako je Q(
√

2, π)/Q prosto raxire�e, tada je Q(
√

2, π) = Q(t). Kako je π transcendentan, to i t
mora biti transcendentan. Me�utim, kako

√
2 ∈ Q(t) rQ i kako je

√
2 algebarski, to nije mogu�e

prema prethodnom delu zadatka. �

4. Za po	e k ka�emo da je lokalno{konaqno ako je svako �egovo konaqno generisano potpo	e konaqno.
Dokazati da je k lokalno{konaqno akko je k algebarsko raxire�e po	a Fp, za neki prost broj p.

Rexe�e. Pretpostavimo da je k lokalno{konaqno. Tada je �egovo bazno po	e (potpo	e generisano
sa 1) konaqno, pa je jednako nekom Fp, za neki prost broj p. Ako je α ∈ k bilo koji element, prema

pretpostavci potpo	e generisano sa α, a to je Fp(α), je konaqno. Prema tome α je algebarski

element nad Fp. dakle, kFp je algebarsko raxire�e.

Pretpostavimo da je k/Fp, za neki prost p, algebarsko raxire�e. Potpo	e od k generisano sa

konaqno mnogo elemenata α1, . . . , αn je Fp(α1, . . . , αn). U pita�u je konaqno raxire�e po	a Fp, jer
je generisano sa konaqno mnogo algebarskih elemenata. A konaqno raxire�e konaqnog po	a je

konaqno. Dakle, k je lokalno{konaqno. �

5. Neka je k = F7(ω) po	e racionalnih izraza sa neodre�enom ω, p(X) = X21 + ωX7 + ω ∈ k[X] i F
korensko po	e polinoma p(X) nad k. Izraqunati |F : k| i |F : k|s. Odrediti Autk(F ).

Rexe�e. Polinom p(X) je nesvod	iv nad k (Ajzenxtajn i Gaus). Lako vidimo da je p(X) = ps(X
7),

gde je ps(X) = X3 + ωX + ω nesvod	iv separabilan polinom, pa je p(X) polinom separabilnog

stepena 3 i qisto neseparabilnog stepena 7. Dakle, p(X) ima tri razliqita korena α, β, γ, od kojih
je svaki vixestrukosti 7. Dakle, p(X) = (X −α)7(X − β)7(X − γ)7 = (X7−α7)(X7− β7)(X7− γ7).



Vietova pravila nam daju da je (αβγ)7 = −ω, odakle sledi da 7
√
ω ∈ k(α, β, γ) = F . (Sa 7

√
ω

oznaqavamo koren polinoma X7 − ω, xto nije vixeznaqno, jer taj polinom nad k ima samo jedan

koren vixestrukosti 7.)

Posmatrajmo lanac k ≤ k( 7
√
ω) ≤ F . Primetimo da je p(X) = X21 + ωX7 + ω = (X3 + 7

√
ωX + 7

√
ω)7

rastav	a�e polinoma p(X) nad k( 7
√
ω). Oznaqimo sa q(X) = X3 + 7

√
ωX + 7

√
ω. Dakle, α, β, γ

zadovo	avaju polinom q(X) nad k( 7
√
ω), tj. F je korensko po	e polinoma q(X) nad k( 7

√
ω).

Po	e k( 7
√
ω) = F7(ω, 7

√
ω) = F7( 7

√
ω) je po	e razlomaka domena F7[ 7

√
ω]. U ovom domenu je 7

√
ω prost

element, pa je po Ajzenxtajnovom kriterijumu i Gausovoj lemi q(X) nesvod	iv nad k( 7
√
ω). Prema

kriterijumu sa qasa, korensko raxire�e F/k( 7
√
ω) zavisi od korena iz diskriminante polinoma

q(X). Diskriminanta je ∆(q) = −4 7
√
ω
3 − 27 7

√
ω
2

= 3 7
√
ω
3

+ 7
√
ω
2

= 7
√
ω
2
(3 7
√
ω + 1), i �en kvadrat

oqigledno ne pripada k( 7
√
ω). Prema kriterijumu zak	uqujemo da je |F : k( 7

√
ω)| = |F : k( 7

√
ω)|s = 6

i Autk( 7√ω)(F ) ∼= S3.

Oqigledno je (Zaxto?) |k( 7
√
ω) : k| = 7, a |k( 7

√
ω) : k|s = 1, pa po lanqanim pravilima za stepen i

separabilan stepen dobijamo |F : k| = 42, a |F : k|s = 6. Kako je F/k normalno (jer je to korensko

raxire�e polinoma p(X)), to je Autk(F ) = Homk(F, k
a), pa je |Autk(F )| = |Homk(F, k

a)| = |F :
k|s = 6. Sa druge strane jasno je da je Autk( 7√ω)(F ) ≤ Autk(F ), pa kako su istih redova konaqno

dobijamo Autk(F ) ∼= S3. �


