Anreopa 3, Cenrembap 2014. 19. cenmembap 2014.

1. Heka je F = Q(v/2,€g). Onpemurn cea meljynoma pammupema F/Q.

Pewemwe. Kaxo je €5 = (V2 + iv/2)/2, jacuo je ma je F = Q(v/2,4), omakie je maxo |F : Q| = 8.
Takobe je oumrsenmo ga je F' KOpeHCKO 10Jbe mosimHOMa X 4 _ 92, omakie ciaeam aa je F/Q Tanoaoso
pamupeme. llpema Teopemu KopecmomeHmnuje, Tpaxena Meljymo/ba cy TadyHo (GHUKCHA MIOJba, IOACPYIA

Gal(F/Q). Oupepumo Gal(F/Q).

Ayromopduzmm uz Gal(F/Q) cy onpeljenu cimkama /2 u 4, Ipy 9eMy ce OHE MOI'Y CJMKATH Y KOPEH CBOT
MuHEMastHOT HoinaoMa Hag Q. Jlakie, morylie cimke on v/2 cy £v/2, +iv/2, a Morylie ciuke of i ¢y +i.
Hakie, umamo ocam moryhuocru: fi, 0 < j < 4,0 <k <2, tue fji : V2 ily2n fik ti— (—1)%i.
Kako je |Gal(F/Q)| = |F : Q| = 8, 3axmyuyjemo ga je Gal(F/Q) = {fjr | 0 < j <4, 0 <k < 2}. Takobe,
kaxo je Gal(F/Q) < Sy, jep je F xopencko nosbe nojmuaoma X4 — 2, JUPEKTHO MOKEMO 13 3aK/by IHMO
ja je Gal(F/Q) = Dy. Cse 6urne nHbopMmaryje o ayromopdusMuma, Koje ce 100ujajy JaKuM padyHOM,
cy nare y Tabemn:
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JTaxo ce Bujm jia cy dbukcHa nosba noarpyna (o, p2. ), (p) u (ap, p?) penom Q(v/2), Q(i) u Q(iv/2), kao u
na cy dbukcna nosba noarpyna (o), (op?) u (p?) pexom Q(v/2), Q(iv/2) u Q(v/2,4). Ha 6ucMo oape i
bukcHa nossa noarpyna (op) u (op®), npumerumo ga je {1, v/2,/2, é/ig,i,i v 2,2'\/5,1'\4/53} 0aza 3a F
manx Q. 3amummumo x € F' y oBoj 6a3m: x = a1 + as V2 + azv/2 + a4\4@3 + asi + agiv/2 + a7iv/2 + agi\‘l/ig.
Cana je op(x) = a; — aziv/2 —azv/2 + a4i{4/§3 —asi — agV/2 + a7iv/2 + ag{4/§3. x € F9P) axko op(x) =x
aKKO ay = —ag, a3 = 0, ag = ag, a; = 0. dakje, dbukcHO mosbe noarpyne (op) UnHe €JEMEHTH T =
a+bv2(1—1i)+civ2+ d{l/ig(l +1i), a,b,c,d € Q. Caja HEUje TEIKO BUJETH J1a je (PUKCHO MOJbe TOrpyIIe
(op) jemmaxo Q(v/2(1 — 7). Comuno, dukcro noswe nogarpyne (op3) je Q(v/2(1 + 1)).

Hujarpam mosma je:
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2. Heka je C(w) nosme panuonasaux dyurkimja mo aweoapehenoj w nan C. Ca f :w+— —wwu g : w — %

0

cy onpebhernn ayromopdusmu u3z Aute(C(w)). Ompemuru dbukcro mome k = C(w){ 9 u cra mehynoma
pamupesna C(w)/k.

Pewere. Ipumernmo majnpe ga C(w?) < Cw) < C(w), jep
|C(w) : C(w?)| = 2, na n3 nperxoapor Janna suumo ja je C(w))
je C(w)9) = C(w + 1/w).

Ipuvernvo ma w? + 1/w? € C(w)9) u younmo manan C(w? + 1/w?) < C(w)9 < Cw)¥) = C(w?) <
C(w). Kako je w? +1/w? = (w! + 1)/w? n kaxo ¢y w' + 1 u w? yzajamuo npoctu, 3aksmydyjemo sa je
|C(w) : C(w? + 1/w?)| = 4. U3 youenor nanna caga caemu aa je C(w)H9) = C(w? + 1/w?).

f(w?) = w? 3Bmamo ca pexbu ja je
= C(w?). AHaJOrHO 3aKIbyIyjeMO 1A

Ipmvernnvo ga je C(w)/C(w? + 1/w?) Manoaoso pammpeme (Kao KOPEHCKO palIHperhe moauHoMa X4 —
(W + 1/w?) X2 4+ 1 mag C(w? + 1/w?)), ma je Gal(C(w)/C(w? + 1/w?)) = (f, g). Mebhynoma oxrosapajy
noarpynama ob (f, g) = Z/27 x 7./27, a 1o cy (f), (g) u (fg). IlpBa nBa melymosma cmo uzpadynam, a
AHAJIOrHO TOM padyHy ao6ujamo aa je C(w)V9 = C(w — 1/w). O

3. WcnuraTn pemmBocT y pajukainMa jenaadnne X° — 7X2 4+ 7 = 0.

Pewerve. Ozpaamvo f(X) = X5 —7X?2 + 7. OBaj moJmHOM je HECBOIJBHE IO Aj3€HINTAjHOBOM KPHTEPH-
jymy, ma je u cenapabuman. I[Tocmarpajyhu Gal(f/Q) kao moarpymy ox S, U3 HECBOJJBUBOCTH MOYXKEMO
3akspyunTH (Ha crapmapaan HauwH) jga Gal(f/Q) caapxu 5-1ukoL.

Jlako je m3padyHaTn 13 je daxTopmsammja noamaoMa, f(X) Momyno 3 jemmaka (X2 4+ X 4 2)(X3 +2X2% +
2X + 2), na o Jlenexkunnosoj reopemu Gal(f/Q) caapxu nepmyranmjy tuna (2,3). Fben tpehu crenen
je Tpaucnosunmja. IIpema Tome Gal(f/Q) cagpxu 5-nuka u Tpancnosum]jy, ogakie je Gal(f/Q) =S5 u
f(X) = 0 uuje pemusa y pajuxaamma. O

4. Heka je p mpoct 6poj, k mosbe u a enement mosba k. Ilpernocrasumo ga je momuaoMm XP — a CBOI/LUB HA,
k. Hokazaru ma XP — a uma kopen y k.

Pewere. Ako je char(k) = p, m ako je b jenan kopen garor nosmaoma y k%, taga je XP —a = XP — P =
(X —b)?, 15. b je jequru kopen om XP — 1 Bumectpykocru p. Jokazahemo ma b € k. Ycaos na je
XP —a = (X —b)P cBojypus Hay k Ham Kaxe jia 3a Heko 1 < n < p umamo (X —b)" € k[X]. CuenujasHo,
Hajmiaahu koedwunmjent Tor moamHOMa, 10 Ha + jemnak b", mpumama k. Kaxko cy (p,n) = 1, To mocroje
w,v € Z TakBU Ja up + vn = 1, ma uMamo ja je b = b¥PTU = (bP)¥(b")Y € k, MTO CMO U KeJeJH.

Ipermocrasumo caga ga je char(k) # p u meka je nonoso b jenan xkopen garor noauaoma y k. Kako je

char(k) # p, To je mommmom X? — 1 cemapabunan. Osmaummo ca 1 = €1,Ey,...,E, HETOBe KOPEHE; OHH
OYUTJIEJHO YMHE IPYILY y OJHOCY HA MHOKEHH-E, M KAKO je OHA peJa p, Mopa burn nuksimana. Heka je € neku
WEH TeHepaTop; Taga cy 1,8,E7, Epfl CBU KOpeHI/I nosmuoma XP — 1. Ogmatie cy b, €0, 82b, - ,8p71b

CBH KOpeHM nosimaoma XP — a, Tj. Xp —a=[[" (X €'b).

Caza mocrynamo Kao y upsoMm Jeiy 3azarka. Kako je XP — a csoggbu Haj k, TO 32 HEKe i1,...,1n,
1 <n < p, umamo (X —€"b)-...- (X —€™b) € k[X]. Cuenujanuo, uajunahu xoedunujent osor
nosmuoMa, npunaga k. OH je, no Ha =+, jeamak €'0", rue je i = i1 + ... + i,. Kako cy (p,n) = 1, 1o
nocroje u,v € 7 TakBu ga up + vn = 1. Ilpumernmo na je omasme ivn = i mod p, Tj. £ = €', ma



umamo ja je b = (€ivb)“p+”” = (€wpbp)“(€imb")” = a“(&‘ib”)” € k. Jakue, xoper b o, XP — a

npunaga k. 0
. Heka je f : Af — A mosmuoMmHO mpeciukabame, Tj. obsmuka f(x) = (f1(x), f2(%),..., fm(X)), 3a
x € A¢, rme ¢y fi, f2,. .., fin mommEOME 1O N Heoxpeherux. [la ym cy cieneha TBphema TavuHa MM He

(TaTu JTOKa3e WM KOHTPAIpUMepe):

1) 3a caku adunu asredbapcku ckyn ¥ C Ag je wmerosa cimka f(Y) C AP jejan acdunu anrebapcku
C C
CKYIL.

(2) 3a csaku adunu anrebapcku ckyn Y C AT je merosa unsepsna cauka f 1 (Y) C A% jenan abunu
aarebapcKu CKYII.

(3) Ako je Y C Af mpoussosbnm adunE anrebapcku CKyl, OHJIA je Bberos rpad IpH IpecaukaBamy f,
AeduHUCAH KAO

[={(x,f(x)) |xe€Y}CAz™,
jemaH adpuHn aarebapcKu CKyI.

Pewere. (1) Huje tauno. Hop. 3an =2, m =1, f : A2 — Ac nedunucany ca f(z1,22) = 21 u cKyn
Y = Z(X1Xs — 1) umano gna je f(Y) = {t |t # 0}, mrro Huje adurn anrebapcku CKyir.

(2) Hexa jo ¥ = Z(g1,...,gr). Tamaje f~1(Y) = {x | f(x) € Y} = {x | (i(x),. .., fm(x)) € Y} =
x| g(fi(x),. s fn(x) = 0,...,gr(f1(%), ..., fm(x)) = 0}, ma je f~1(Y) aburm anrebapcku ckym y
A¢ nedbunucan nosmaoMuMa g1 (f1,.. .5 fm)s - ge(fi, -5 fm)-

(3) Yoummo mosrmromuo npecamkasambe (f, 1) : A X AT — AT X AP (medunncano na ounriesan Ha<mmn)
u ckyn A = {(y,y) | €AF} C A x AZ. A = Z(X1 — Xpg1, X2 — Xpgo, .o, Xon — Xop) je adbunm
anrebapcku ckyn u (f,1)71(A) = {(x,x/) | x € AL, x' € AP, f(x) = x'} = {(x,f(x)) | x € AL} je
acunn asrebapeku ckyn y A¢ x A7 npema (2).

Taxobe, kako je Y adunu anredapcku ckyn y Ag, taga je u Y x A adunn anrebapckn ckyn y Ag x Af

(medurucan ucrum nomuuomuma). Caga je u (f,1)71(A) N (Y x AP) = T adunu anrebapcku ckyn y
A% x AP O



