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1. Neka je F = Q( 4
√

2,ε8). Odrediti sva me�upo	a raxire�a F/Q.

Rexe�e. Kako je ε8 = (
√

2 + i
√

2)/2, jasno je da je F = Q( 4
√

2, i), odakle je lako |F : Q| = 8.
Tako�e je oqigledno da je F korensko po	e polinoma X4 − 2, odakle sledi da je F/Q Galoaovo

raxire�e. Prema teoremi korespodencije, tra�ena me�upo	a su taqno fiksna po	a podgrupa

Gal(F/Q). Odredimo Gal(F/Q).

Automorfizmi iz Gal(F/Q) su odre�eni slikama 4
√

2 i i, pri qemu se oni mogu slikati u koren svog
minimalnog polinoma nad Q. Dakle, mogu�e slike od 4

√
2 su ± 4

√
2,±i 4

√
2, a mogu�e slike od i su ±i.

Dakle, imamo osam mogu�nosti: fjk, 0 ≤ j < 4, 0 ≤ k < 2, gde fjk : 4
√

2 7→ ij 4
√

2 i fjk : i 7→ (−1)ki.
Kako je |Gal(F/Q)| = |F : Q| = 8, zak	uqujemo da je Gal(F/Q) = {fjk | 0 ≤ j < 4, 0 ≤ k < 2}. Tako�e,
kako je Gal(F/Q) ≤ S4, jer je F korensko po	e polinoma X4 − 2, direktno mo�emo da zak	uqimo
da je Gal(F/Q) ∼= D4. Sve bitne informacije o automorfizmima, koje se dobijaju lakim raqunom,

su date u tabeli:
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Dijagram podgrupa od D4 je:
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Lako se vidi da su fiksna po	a podgrupa 〈σ, ρ2, 〉, 〈ρ〉 i 〈σρ, ρ2〉 redom Q(
√

2), Q(i) i Q(i
√

2), kao i
da su fiksna po	a podgrupa 〈σ〉, 〈σρ2〉 i 〈ρ2〉 redom Q( 4

√
2), Q(i 4

√
2) i Q(

√
2, i). Da bismo odredili

fiksna po	a podgrupa 〈σρ〉 i 〈σρ3〉, primetimo da je {1, 4
√
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√
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2
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, i, i 4
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3} baza za F

nad Q. Zapiximo x ∈ F u ovoj bazi: x = a1 + a2
4
√

2 + a3
√

2 + a4
4
√

2
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+ a5i+ a6i
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Sada je σρ(x) = a1− a2i 4
√

2− a3
√

2 + a4i
4
√

2
3− a5i− a6 4

√
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4
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3
. x ∈ F 〈σρ〉 akko σρ(x) = x

akko a2 = −a6, a3 = 0, a4 = a8, a5 = 0. Dakle, fiksno po	e podgrupe 〈σρ〉 qine elementi x =

a+b 4
√

2(1− i)+ci
√

2+d 4
√

2
3
(1+ i), a, b, c, d ∈ Q. Sada nije texko videti da je fiksno po	e podgrupe

〈σρ〉 jednako Q( 4
√

2(1− i)). Sliqno, fiksno po	e podgrupe 〈σρ3〉 je Q( 4
√

2(1 + i)).

Dijagram po	a je:
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2. Neka je C(ω) po	e racionalnih funkcija po neodre�enoj ω nad C. Sa f : ω 7→ −ω i g : ω 7→ 1
ω

su odre�eni automorfizmi iz AutC(C(ω)). Odrediti fiksno po	e k = C(ω)〈f,g〉 i sva me�upo	a

raxire�a C(ω)/k.

Rexe�e. Primetimo najpre da C(ω2) ≤ C(ω)〈f〉 � C(ω), jer f(ω2) = ω2. Znamo sa ve�bi da je

|C(ω) : C(ω2)| = 2, pa iz prethodnog lanca vidimo da je C(ω)〈f〉 = C(ω2). Analogno zak	uqujemo da
je C(ω)〈g〉 = C(ω + 1/ω).

Primetimo da ω2 + 1/ω2 ∈ C(ω)〈f,g〉 i uoqimo lanac C(ω2 + 1/ω2) ≤ C(ω)〈f,g〉 � C(ω)〈f〉 = C(ω2) �
C(ω). Kako je ω2 + 1/ω2 = (ω4 + 1)/ω2 i kako su ω4 + 1 i ω2 uzajamno prosti, zak	uqujemo da je

|C(ω) : C(ω2 + 1/ω2)| = 4. Iz uoqenog lanca sada sledi da je C(ω)〈f,g〉 = C(ω2 + 1/ω2).

Primetimo da je C(ω)/C(ω2 + 1/ω2) Galoaovo raxire�e (kao korensko raxire�e polinoma X4 −
(ω2 + 1/ω2)X2 + 1 nad C(ω2 + 1/ω2)), pa je Gal(C(ω)/C(ω2 + 1/ω2)) = 〈f, g〉. Me�upo	a odgovaraju

podgrupama of 〈f, g〉 ∼= Z/2Z×Z/2Z, a to su 〈f〉, 〈g〉 i 〈fg〉. Prva dva me�upo	a smo izraqunali, a
analogno tom raqunu dobijamo da je C(ω)〈fg〉 = C(ω − 1/ω). �

3. Ispitati rexivost u radikalima jednaqine X5 − 7X2 + 7 = 0.

Rexe�e. Oznaqimo f(X) = X5 − 7X2 + 7. Ovaj polinom je nesvod	iv po Ajzenxtajnovom kriteri-

jumu, pa je i separabilan. Posmatraju�i Gal(f/Q) kao podgrupu od S5, iz nesvod	ivosti mo�emo

zak	uqiti (na standardan naqin) da Gal(f/Q) sadr�i 5-cikl.

Lako je izraqunati da je faktorizacija polinoma f(X) modulo 3 jednaka (X2 +X + 2)(X3 + 2X2 +
2X + 2), pa po Dedekindovoj teoremi Gal(f/Q) sadr�i permutaciju tipa (2, 3). �en tre�i stepen

je transpozicija. Prema tome Gal(f/Q) sadr�i 5-cikl i transpoziciju, odakle je Gal(f/Q) = S5 i
f(X) = 0 nije rexiva u radikalima. �

4. Neka je p prost broj, k po	e i a element po	a k. Pretpostavimo da je polinom Xp− a svod	iv nad
k. Dokazati da Xp − a ima koren u k.

Rexe�e. Ako je char(k) = p, i ako je b jedan koren datog polinoma u ka, tada je Xp − a = Xp − bp =
(X − b)p, tj. b je jedini koren od Xp − 1 vixestrukosti p. Dokaza�emo da b ∈ k. Uslov da je

Xp−a = (X− b)p svod	iv nad k nam ka�e da za neko 1 ≤ n < p imamo (X− b)n ∈ k[X]. Specijalno,
najmla�i koeficijent tog polinoma, do na ± jednak bn, pripada k. Kako su (p, n) = 1, to postoje
u, v ∈ Z takvi da up+ vn = 1, pa imamo da je b = bup+vn = (bp)u(bn)v ∈ k, xto smo i �eleli.

Pretpostavimo sada da je char(k) 6= p i neka je ponovo b jedan koren datog polinoma u ka. Kako je
char(k) 6= p, to je polinom Xp − 1 separabilan. Oznaqimo sa 1 = ε1,ε2, . . . ,εp �egove korene; oni
oqigledno qine grupu u odnosu na mno�e�e, i kako je ona reda p, mora biti cikliqna. Neka je ε neki
�en generator; tada su 1,ε,ε2, . . . ,εp−1 svi koreni polinoma Xp− 1. Odatle su b,εb,ε2b, . . . ,εp−1b
svi koreni polinoma Xp − a, tj. Xp − a =

∏p−1
i=0 (X − εib).

Sada postupamo kao u prvom delu zadatka. Kako je Xp − a svod	iv nad k, to za neke i1, . . . , in,
1 ≤ n < p, imamo (X − εi1b) · . . . · (X − εinb) ∈ k[X]. Specijalno, najmla�i koeficijent ovog

polinoma pripada k. On je, do na ±, jednak εibn, gde je i = i1 + . . . + in. Kako su (p, n) = 1, to

postoje u, v ∈ Z takvi da up + vn = 1. Primetimo da je odavde ivn = i mod p, tj. εivn = εi, pa



imamo da je εivb = (εivb)up+vn = (εivpbp)u(εivnbn)v = au(εibn)v ∈ k. Dakle, koren εivb od Xp − a
pripada k. �

5. Neka je f : AnC −→ AmC polinomno preslikava�e, tj. oblika f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)), za
x ∈ AnC, gde su f1, f2, . . . , fm polinomi po n neodre�enih. Da li su slede�a tvr�e�a taqna ili ne

(dati dokaze ili kontraprimere):

(1) Za svaki afini algebarski skup Y ⊆ AnC je �egova slika f(Y ) ⊆ AmC jedan afini algebarski

skup.

(2) Za svaki afini algebarski skup Y ⊆ AmC je �egova inverzna slika f−1(Y ) ⊆ AnC jedan afini

algebarski skup.

(3) Ako je Y ⊆ AnC proizvo	ni afini algebarski skup, onda je �egov graf pri preslikava�u f ,
definisan kao

Γ := {(x, f(x)) | x ∈ Y } ⊆ An+mC ,

jedan afini algebarski skup.

Rexe�e. (1) Nije taqno. Npr. za n = 2, m = 1, f : A2
C −→ AC definisanu sa f(x1, x2) = x1 i skup

Y = Z(X1X2 − 1) imamo da je f(Y ) = {t | t 6= 0}, xto nije afini algebarski skup.

(2) Neka je Y = Z(g1, . . . , gk). Tada je f−1(Y ) = {x | f(x) ∈ Y } = {x | (f1(x), . . . , fm(x)) ∈ Y } =
{x | g1(f1(x), . . . , fm(x)) = 0, . . . , gk(f1(x), . . . , fm(x)) = 0}, pa je f−1(Y ) afini algebarski skup u

AnC definisan polinomima g1(f1, . . . , fm), . . . , gk(f1, . . . , fm).

(3) Uoqimo polinomno preslikava�e (f,1) : AnC×AmC −→ AmC ×AmC (definisano na oqigledan naqin)

i skup ∆ = {(y,y) | ∈AmC } ⊆ AmC × AmC . ∆ = Z(X1 − Xm+1, X2 − Xm+2, . . . , Xm − X2m) je afini
algebarski skup i (f,1)−1(∆) = {(x,x′) | x ∈ AnC, x′ ∈ AmC , f(x) = x′} = {(x, f(x)) | x ∈ AnC} je
afini algebarski skup u AnC × AmC prema (2).

Tako�e, kako je Y afini algebarski skup u AnC, tada je i Y ×AmC afini algebarski skup u AnC×AmC
(definisan istim polinomima). Sada je i (f,1)−1(∆) ∩ (Y × AmC ) = Γ afini algebarski skup u

AnC × AmC . �


