
Algebra 3, Septembar 2016. 9. septembar 2016.

1. Neka su R 6 S 6 R[X] prsteni. Ako je S Neterin, dokazati da je i R Neterin.

Rexe�e. Neka je Y jox jedna nezavisna. Po Hilbertovoj teoremi o bazi, kako je S Neterin, i
S[Y ] je Neterin. Uoqimo homomorfizam φ : S[Y ] −→ R[X] definisan sa: s 7→ s, s ∈ S, i Y 7→ X.
Primetimo da je uoqeni homomorfizam na, pa je R[X] ∼= S[Y ]/ ker(φ) Neterin. Konaqno i R je
Neterin.

2. Neka je D integralno zatvoren domen sa po	em razlomaka k. Neka su f(X), g(X) ∈ k[X] moniqni
polinomi takvi da f(X)g(X) ∈ D[X]. Dokazati da f(X), g(X) ∈ D[X].

Rexe�e. Kako je f(X)g(X) moniqan polinom sa koeficijentima u D, to su svi �egovi koreni
(iz ka) integralni nad D, tj. svi koreni od f i svi koreni od g su integralni nad D. Kako
su koeficijenti polinoma f , odnosno g, algebraske kombinacije �egovih korena, to su i oni
integralni nad D. Me�utim kako ti koeficijenti pripadaju k, a D je integralno zatvoren u k,
zak	uqujemo da koeficijenti moraju pripadati D.

3. Neka je S = {(2, 0)n | n > 0} = {(1, 1), (2, 0), (4, 0), (8, 0), . . .} multiplikativno zatvoren podskup
od R× R. Dokazati da je S−1(R× R) ∼= R.

Rexe�e. Izomorfizam je dat sa: (a, b)/(2, 0)n 7→ a/2n.

4. Izaraqunati radikal idela I = 〈X2(Y − Z), XY (Y − Z), XZ(Y − Z)2〉 u C[X, Y, Z].

Rexe�e. Koriste�i Hilbertov nulxtelenzac, lako se vidi da je
√
I = 〈X(Y − Z)〉.

5. Neka je F = k(D) raxire�e po	a k (ne obavezno konaqno) takvo da |k(α) : k| = 2, za sve α ∈ D.
Dokazati da je F/k normalno.

Rexe�e. Lako vidimo da je F korensko po	e familije F = {µα,Q(X) | α ∈ D}.

6. Neka su α, β algebarski nad po	em k pozitivne karakteristike. Ako je α separabilan nad k, a β
qisto inseparabilan, dokazati da je k(α, β) = k(α + β).

Rexe�e. Jasno je da je k(α+ β) ⊆ k(α, β). Kako je β qisto inseparabilan nad k, to je βp
n ∈ k za

neko n, gde je p karakteristika po	a. Tada (α+ β)p
n

= αp
n

+ βp
n ∈ k(α+ β), pa i αp

n ∈ k(α+ β).
Dakle, α ponixtava polinom Xpn − αpn = (X − α)p

n
nad k(α + β), pa µα,k(α+β)(X) | (X − α)pn .

Me�utim, kako je α seprabilan nad k, pa samim tim i nad k(α+β), zak	uqujemo da µα,k(α+β)(X) =
X − α. Drugim reqima α ∈ k(α + β), odakle i β ∈ k(α + β). Konaqno, k(α + β) = k(α, β).

7. Izraqunati Galoaovu grupu korenskog po	a polinoma f(X) = X6 − 4X3 + 1 nad Q. Odrediti
fiksno po	e neke podgrupe reda 3.

Rexe�e. Dati polinom je nesvod	iv nad Q (mo�ete primeniti Ajzenxtajnov kriterijum na
f(X − 1)). Uvode�i smenu X3 = Y , dobijamo kvadratnu jednaqinu Y 2 − 4Y + 1, qija su rexe�a

2±
√

3. Ako sa α oznaqimo
3
√

2 +
√

3, i ako primetimo da je
3
√

2−
√

3 = 1/α, imamo da su koreni
datog polinoma: α, ε3α, ε

2
3α, 1/α, ε3/α, ε

2
3/α. Dakle, korensko po	e je F = Q(α, ε3) = Q(α, i

√
3).

Ako primetimo da je
√

3 ∈ Q(α), dobijamo da je F = Q(α, i).

Stepen raxire�a dobijamo lanqanim pravilom na Q 6 Q(α) 6 Q(α, i) i jednak je |F : Q| = 12.
Elementarnim raqunom dolazimo do podataka u slede�oj tabeli (imajte na umu da je

√
3 = α3−2,



a −
√

3 = 1/α3 − 2):

α i
√

3 ε3 red

f1 α i
√

3 ε3 1

f2 ε3α i
√

3 ε3 3

f3 ε23α i
√
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√

3 ε23 2

f5 ε3/α i −
√

3 ε23 6

f6 ε23/α i −
√

3 ε23 6

g1 α −i
√

3 ε23 2

g2 ε3α −i
√

3 ε23 2

g3 ε23α −i
√

3 ε23 2
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√

3 ε3 2

g5 ε3/α −i −
√

3 ε3 2

g6 ε23/α −i −
√

3 ε3 2

Lako se sada mo�e zak	uqiti da je Gal(F/Q) ∼= D6, a tako�e se vidi da je tra�eno fiksno po	e
jednako Q(

√
3, i).

8. (a) Za fiksirani nenula ω ∈ ΛkKn, k < n, posmatrajmo K-linearno preslikava�e:

f : Kn −→ Λk+1Kn, ν 7→ ν ∧ ω.

Dokazati da je rkf > n− k, i jednokost va�i akko ω = ν1 ∧ . . . ∧ νk za neke ν1, . . . , νk ∈ Kn.

(b) Definisati Plücker-ovo utapa�e Grasmanijana G(k, n) i dokazati da su Grasmanijani pro-
jektivni varijeteti.


