
Algebra, prvi kolokvijum 2007/08. I grupa

1 [1] Na skupu Q × Q − {0} definisana je operacija · sa: (a, b) · (m,n) = (an + m + n, bn). Pokazati asocijativnost
date operacije.

Rexeǌe:
[(a, b) · (m,n)] · (x, y) = (an + m + n, bn) · (x, y) = ((an + m + n)y + x + y, bny) = (any + my + ny + x + y, bny)
(a, b) · [(m,n) · (x, y)] = (a, b) · (my + x + y, ny) = (any + my + x + y + ny, bny) = (any + my + ny + x + y, bny). ¤

2 [1] Neka je A =








a a a
a a a
0 0 0


 : a ∈ R− {0}



. U strukturi (A, ·), gde je · operacija mno�eǌa matrica, na�i

neutral i inverz proizvoǉnog elementa.

Rexeǌe:

Neka su A =




a a a
a a a
0 0 0


 i B =




b b b
b b b
0 0 0


. Tada je AB = BA =




2ab 2ab 2ab
2ab 2ab 2ab
0 0 0


. Uzimaju�i AB = A, dobijamo

2ab = a, tj. b = 1/2, pa je E =




1/2 1/2 1/2
1/2 1/2 1/2
0 0 0


 neutral za ·. Daǉe uzimaju�i da je AB = E, dobijamo 2ab = 1/2,

tj. b = 1/4a, pa je A−1 =




1/4a 1/4a 1/4a
1/4a 1/4a 1/4a

0 0 0


.

¤

3 [1] Pokazati da elementi ab i a−1b−1 imaju iste redove u grupi G.

Rexeǌe:
Neka je r(ab) = n, r(a−1b−1) = m. Kako je (ab)ma = abab...aba = a(a−1b−1a−1b−1...a−1b−1)−1 = a((a−1b−1)m)−1 = ae = a,
to je zbog kancelacije (ab)m = e, pa n|m. Kako je (a−1b−1)na−1 = a−1b−1a−1b−1...a−1b−1a−1 = a−1(abab...ab)−1 =
a−1((ab)n)−1 = a−1e = a−1, to je zbog kancelacije (a−1b−1)n = e, pa m|n. Kako n|m i m|n, to je m = n.
Drugi naqin: r(ab) = r(ba) = r((ba)−1) = r(a−1b−1). ¤

4 [1] Neka su u grupi G elementi a, b reda 3 i 4, za koje va�i ba = a2b. Na�i redove elemenata a−1b i ab−1.

Rexeǌe:
Prema prethodnom zadatku r(ab−1) = r(a−1(b−1)−1) = r(a−1b), pa je dovoǉno na�i r(a−1b). Kako je a3 = e, to je a−1 = a2,
pa tra�imo r(a2b) = r(ba). Imamo ba 6= e, (ba)2 = baba = baa2b = b2 6= e. Kako je (ba)4 = ((ba)2)2 = (b2)2 = b4 = e, to
r(ba)|4. Kako r(ba) 6= 1, 2, sledi r(ba) = 4. Dakle, r(ab−1) = r(a−1b) = 4. ¤

5 [1] Pokazati da je preslikavaǌe f : UT1(3,R) → (R, +, 0), dato sa g :




1 a b
0 1 c
0 0 1


 7→ a, homomorfizam grupa i

na�i jezgro homomorfizma f .

Rexeǌe:

Neka




1 a b
0 1 c
0 0 1


 ,




1 a1 b1

0 1 c1

0 0 1


 ∈ UT1(3,R). Tada

f







1 a b
0 1 c
0 0 1







1 a1 b1

0 1 c1

0 0 1





 = f







1 a + a1 b1 + ac1 + b
0 1 c + c1

0 0 1





) = a + a1 i

f







1 a b
0 1 c
0 0 1





 + f







1 a1 b1

0 1 c1

0 0 1





 = a + a1, pa je f homomorfizam. Jasno, kerf =








1 0 b
0 1 c
0 0 1


 : b, c ∈ R



 .

¤

6 [2] Neka je f =
(

1 2 3 4 5 6 7
4 1 7 5 2 6 3

)
∈ S7. Odrediti r(f), p(f), na�i f−1 i ako postoji permutaciju g ∈ S7,

tako da je gf = f−1g.

Rexeǌe:
f =

(
1 2 3 4 5 6 7
4 1 7 5 2 6 3

)
= (1452)(37) = (14)(45)(52)(37), pa je r(f) =NZS(4, 2) = 4 i p(f) = (−1)4 = 1. f−1 =

((1452)(37))−1 = (37)−1(1452)−1 = (37)(1254) = (1254)(37). Uzmimo g =
(

1 2 3 4 5 6 7
1 4 3 2 5 6 7

)
, tada gfg−1 = f−1, tj.

gf = f−1g. ¤
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7 [2] Neka je G konaqna grupa u kojoj za fiksiran prirodan broj n > 1 va�i (xy)n = xnyn, za sve x, y ∈ G i neka je
H = {xn : x ∈ G}. Pokazati H ¢G.

Rexeǌe:
Neka a = xn, b = yn ∈ H. Tada ab−1 = xn(yn)−1 = xn(y−1)n = (xy−1)n ∈ H, pa H < G. Neka je daǉe s ∈ G. Tada
s−1as = s−1xns = s−1xss−1xs...s−1xs = (s−1xs)n ∈ H, pa je s−1Hs ⊆ H, odekle je H ¢G. ¤

8 [2] Ako je H normalna podgrupa grupe G indeksa 17, a a ∈ G element reda 3, da li a ∈ H? Dokazati!

Rexeǌe:
Da. U suprotnom bi element aH 6= H bio reda 3 u grupi G/H ((aH)3 = a3H = H), koja je reda 17, xto je u
kontradikciji sa Lagran�ovom teoremom. ¤

9 [3] Ako je a generator cikliqne grupe G reda 18, odrediti red elementa a7, a10, a15. Odrediti broj svih genera-
tora grupe G, kao i po jedan generator za svaku ǌenu podgrupu. Koliko data grupa ima automorfizama?

Rexeǌe:
Kako (7, 18) = 1, (10, 18) = 2, (15, 18) = 3, to je r(a7) = 18, r(a10) = 9, r(a15) = 6. Za svaki delilac broja 18 postoji
po taqno jedna podgrupa tog reda. One su < a >, < a2 >, < a3 >, < a6 >, < a9 > i < e >, i uoqeni su ǌihovi
generatori. Svi generatori grupe G su oblika ak, gde (k, 18) = 1. Dakle generatori su a, a5, a7, a11, a13, a17. Kako
je svaki automorfizam jedinstveno dat slikom generatora u generator, to ih ima xest. ¤

10 [3] Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 19431942 sa 5, 7 i 35. Obrazlo�iti!

Rexeǌe:
Koristimo Fermaovu teoremu. Kako 1942 = 4 · 485 + 2, to je 19431942 =5 34·485+2 =5 (34)48532 =5 9 =5 4. Kako
1942 = 6 · 323 + 4, to je 19431942 =7 46·323+4 =7 (46)32344 =7 16 · 16 =7 2 · 2 =7 4. Kako (5, 7) = 1, to 19431942 =35 4. ¤

11 [1] Navesti Lagran�ovu teoremu.
[2] Dokazati Lagran�ovu teoremu.
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Algebra, prvi kolokvijum 2007/08. II grupa

1 [1] Na skupu R×R−{(0, 0)} definisana je operacija · sa: (a, b) ·(m,n) = (am−bn, an+bm). Pokazati asocijativnost
date operacije.

Rexeǌe:
[(a, b) · (m,n)] · (x, y) = (am− bn, an + bm) · (x, y) = (amx− bnx− any − bmy, amy − bny + anx + bmx)
(a, b) · [(m,n) · (x, y)] = (a, b) · (mx− ny, my + nx) = (amx− any − bmy − bnx, amy + anx + bmx− bny). ¤

2 [1] Neka je A =








a a a
0 0 0
a a a


 : a ∈ R− {0}



. U strukturi (A, ·), gde je · operacija mno�eǌa matrica, na�i

neutral i inverz proizvoǉnog elementa.

Rexeǌe:

Neka su A =




a a a
0 0 0
a a a


 i B =




b b b
0 0 0
b b b


. Tada je AB = BA =




2ab 2ab 2ab
0 0 0

2ab 2ab 2ab


. Uzimaju�i AB = A, dobijamo

2ab = a, tj. b = 1/2, pa je E =




1/2 1/2 1/2
0 0 0

1/2 1/2 1/2


 neutral za ·. Daǉe uzimaju�i da je AB = E, dobijamo 2ab = 1/2,

tj. b = 1/4a, pa je A−1 =




1/4a 1/4a 1/4a
0 0 0

1/4a 1/4a 1/4a


.

¤

3 [1] Pokazati da elementi a−1b i ab−1 imaju iste redove u grupi G.

Rexeǌe:
Neka je r(a−1b) = n, r(ab−1) = m. Kako je (a−1b)ma−1 = a−1ba−1b...a−1ba−1 = a−1(ab−1ab−1...ab−1)−1 = a−1((ab−1)m)−1 =
a−1e = a−1, to je zbog kancelacije (a−1b)m = e, pa n|m. Kako je (ab−1)na = ab−1ab−1...ab−1a = a(a−1ba−1b...a−1b)−1 =
a((a−1b)n)−1 = ae = a,to je zbog kancelacije (ab−1)n = e, pa m|n. Kako n|m i m|n, to je m = n.
Drugi naqin: r(a−1b) = r(ba−1) = r((ba−1)−1) = r(ab−1). ¤

4 [1] Neka su u grupi G elementi a, b reda 3 i 4, za koje va�i ba = a2b. Na�i redove elemenata ab i a−1b−1.

Rexeǌe:
Prema prethodnom zadatku r(ab) = r((a−1)−1b) = r(a−1b−1), pa je dovoǉno na�i r(ab). Imamo ab 6= e, (ab)2 = abab =
aa2bb = b2 6= e. Kako je (ab)4 = ((ab)2)2 = (b2)2 = b4 = e, to r(ab)|4. Kako r(ab) 6= 1, 2, sledi r(ab) = 4. Dakle,
r(ab) = r(a−1b−1) = 4. ¤

5 [1] Pokazati da je preslikavaǌe f : UT1(3,R) → (R, +, 0), dato sa g :




1 a b
0 1 c
0 0 1


 7→ c, homomorfizam grupa i

na�i jezgro homomorfizma f .

Rexeǌe:

Neka




1 a b
0 1 c
0 0 1


 ,




1 a1 b1

0 1 c1

0 0 1


 ∈ UT1(3,R). Tada

f







1 a b
0 1 c
0 0 1







1 a1 b1

0 1 c1

0 0 1





 = f







1 a + a1 b1 + ac1 + b
0 1 c + c1

0 0 1





 = c + c1 i

f







1 a b
0 1 c
0 0 1





 + f







1 a1 b1

0 1 c1

0 0 1





 = c + c1, pa je f homomorfizam. Jasno, kerf =








1 a b
0 1 0
0 0 1


 : a, b ∈ R



 .

¤

6 [2] Neka je f =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
4 1 7 5 2 6 8 3

)
∈ S8. Odrediti r(f), p(f), na�i f−1 i ako postoji permutaciju g ∈ S8,

tako da je gf = f−1g.

Rexeǌe:
f =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
4 1 7 5 2 6 8 3

)
= (1452)(378) = (14)(45)(52)(37)(78), pa je r(f) =NZS(4, 3) = 12 i p(f) = (−1)5 = −1.

f−1 = ((1452)(378))−1 = (378)−1(1452)−1 = (387)(1254) = (1254)(387). Uzmimo g =
(

1 2 3 4 5 6 7 8
1 4 3 2 5 6 8 7

)
, tada

gfg−1 = f−1, tj. gf = f−1g. ¤
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7 [2] Neka je G konaqna grupa u kojoj za fiksiran prirodan broj n > 1 va�i (xy)n = xnyn, za sve x, y ∈ G i neka je
H = {x ∈ G : xn = e}. Pokazati H ¢G.

Rexeǌe:
Neka a, b ∈ H. Tada an = bn = e i imamo (ab−1)n = an(b−1)n = e, pa ab−1 ∈ H, odakle H < G. Neka je daǉe s ∈ G. Tada
(s−1as)n = s−1ass−1as...s−1as = s−1ans = s−1es = e, pa s−1as ∈ H. Odatle s−1Hs ⊆ H, tj. H ¢G. ¤

8 [2] Ako je H normalna podgrupa grupe G indeksa 13, a a ∈ G element reda 7, da li a ∈ H? Dokazati!

Rexeǌe:
Da. U suprotnom bi element aH 6= H bio reda 7 u grupi G/H ((aH)7 = a7H = H), koja je reda 13, xto je u
kontradikciji sa Lagran�ovom teoremom. ¤

9 [3] Ako je a generator cikliqne grupe G reda 20, odrediti red elementa a7, a14, a15. Odrediti broj svih genera-
tora grupe G, kao i po jedan generator za svaku ǌenu podgrupu. Koliko data grupa ima automorfizama?

Rexeǌe:
Kako (7, 20) = 1, (14, 20) = 2, (15, 20) = 5, to je r(a7) = 20, r(a14) = 10, r(a15) = 4. Za svaki delilac broja 20 postoji
po taqno jedna podgrupa tog reda. One su < a >, < a2 >, < a4 >, < a5 >, < a10 > i < e >, i uoqeni su ǌihovi
generatori. Svi generatori grupe G su oblika ak, gde (k, 20) = 1. Dakle generatori su a, a3, a7, a9, a11, a13, a17, a19.
Kako je svaki automorfizam jedinstveno dat slikom generatora u generator, to ih ima osam. ¤

10 [3] Odrediti ostatak pri deǉeǌu broja 19421939 sa 5, 7 i 35. Obrazlo�iti!

Rexeǌe:
Koristimo Fermaovu teoremu. Kako 1939 = 4 · 484 + 3, to je 19421939 =5 24·484+3 =5 (24)48423 =5 8 =5 3. Kako
1939 = 6 · 323 + 1, to je 19421939 =7 36·323+1 =7 (36)32331 =7 3. Kako (5, 7) = 1, to 19421939 =35 3. ¤

11 [1] Navesti Lagran�ovu teoremu.
[2] Dokazati Lagran�ovu teoremu.
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