
Algebra 2007/08., drugi kolokvijum 16. jun 2008.

1 Da li jednaqina 4x− 6y = c ima rexeǌe za: (a) c = 3; (b) c = 4? Ako je odgovor pozitivan odrediti sva rexeǌa
date jednaqine.
Rexeǌe: (a) Kako (4, 6) = 2 - 3, to jednaqina 4x− 6y = 3 nema celobrojna rexeǌa.
(b) Kako (4, 6) = 2 | 4, jednaqina 4x − 6y = 4 ima celobrojna rexeǌa. Oqigledno (x0, y0) = (1, 0) jeste jedno rexeǌe
date jednaqine, tj. 4x0 − 6y0 = 4. Oduzimaǌem ove dve jednaqine imamo 4(x− x0)− 6(y − y0) = 0, tj. 4(x− 1) = 6y ili
2(x− 1) = 3y. Odatle je x = 1 + 3t, y = 2s, i stavǉaǌem u polaznu jednaqinu dobijamo 4 + 12t− 12s = 4, tj. dobijamo
t = s. Dakle, sva rexeǌa date jednaqine su (x, y) = (1 + 3t, 2t), t ∈ Z. ¤

2 Neka je data grupa G = Z50 × Z360.
(a) Odrediti elementarnu i normalnu formu grupe G.
(b) Odrediti broj elemenata reda 5 u grupi G.
(v) Odrediti broj elemenata reda 6 u grupi G.
(g) Odrediti broj elemenata maksimalnog reda u grupi G.
Rexeǌe: (a) G = Z50×Z360 = Z2·52 ×Z23·32·5 = Z2 ×Z23 ×Z32 ×Z5×Z52 , xto je elementarna forma, a normalna forma
je odatle G = Z10 × Z1800.
(b) Posmatrajmo elementarnu formu, i neka je (a, b, c, d, e) element iz G. Tada je r(a, b, c, d, e) = [r(a), r(b), r(c), r(d), r(e)]
i r(a) ∈ {1, 2}, r(b) ∈ {1, 2, 4, 8}, r(c) ∈ {1, 3, 9}, r(d) ∈ {1, 5}, r(e) ∈ {1, 5, 25}. Iz uslova r(a, b, c, d, e) = 5 dobijamo
tri mogu�nosti: r(a) = r(b) = r(c) = 1, r(d) = 1, r(e) = 5 ili r(a) = r(b) = r(c) = 1, r(d) = 5, r(e) = 1 ili
r(a) = r(b) = r(c) = 1, r(d) = 5, r(e) = 5. Odatle broj elemenata reda 5 je ϕ(1)ϕ(1)ϕ(1)ϕ(1)ϕ(5) + ϕ(1)ϕ(1)ϕ(1)ϕ(5)ϕ(1) +
ϕ(1)ϕ(1)ϕ(1)ϕ(5)ϕ(5) = 4 + 4 + 4 · 4 = 24.
(v) Iz uslova r(a, b, c, d, e) = 5 dobijamo tri mogu�nosti: r(a) = 1, r(b) = 2, r(c) = 3, r(d) = r(e) = 1 ili r(a) =
2, r(b) = 1, r(c) = 3, r(d) = r(e) = 1 ili r(a) = 2, r(b) = 2, r(c) = 3, r(d) = r(e) = 1. Odatle broj elemenata reda 6 je
ϕ(1)ϕ(2)ϕ(3)ϕ(1)ϕ(1) + ϕ(2)ϕ(1)ϕ(3)ϕ(1)ϕ(1) + ϕ(2)ϕ(2)ϕ(3)ϕ(1)ϕ(1) = 2 + 2 + 2 = 6.
(g) Iz normalne forme vidimo da je maksimalni red elementa 1800 u grupi G, a tako�e iz normalne forme vidimo
da ǌih ima 10 · ϕ(1800) = 10 · ϕ(23)ϕ(32)ϕ(52) = 10 · 4 · 6 · 20 = 4800. ¤

3 Pokazati da grupa G reda 216 nije prosta.
Rexeǌe: |G| = 216 = 23 · 33. Neka je H S3-podgrupa u grupi G, koja postoji prema prvoj teoremi Silova. ǋen red
je |H| = 27, tj. indeks je |G : H| = 8. Posmatrajmo podgrupu CoreH. Za ǌu va�i CoreH C G. Kako CoreH < H � G,
to CoreH 6= G. Ako pretpostavimo da je CoreH =< e > dobijamo prema n! teoremi da |G : CoreH| | |G : H|!, tj. da
216|8!, xto nije taqno. Dakle, CoreH 6=< e >. Odatle je CoreH prava, netrivijalna, normalna podgrupa u grupi G,
te G ne mo�e biti prosta. ¤

4 Neka je α =
√

2 +
√

2.
(a) Na�i min(α,Q) i odrediti |Q(α) : Q|.
(b) Dati jednu bazu za Q(α) nad Q.
(v) Predstaviti element 1

α−1 u uoqenoj bazi.
Rexeǌe: (a) Iz α2 = 2 +

√
2 sledi α4 − 4α2 + 4 = 2, tj. α anulira polinom f(x) = x4 − 4x2 + 2, koji je nesvodǉiv

po Ajzenxtajnovom kriterijumu nad Z za prost broj 2, pa po Gausovoj lemi i nad Q, te je on tra�eni minimalan.
Daǉe sledi |Q(α) : Q| = degf(x) = 4.
(b) Q(α) je qetvorodimenzioni vektorski prostor nad Q, i zbog minimalnosti polinoma f(x) jedna baza je {1, α, α2, α3}.
(v) Neka je g(x) = x− 1. Imamo f(x) = g(x)(x3 + x2 − 3x− 3)− 1, pa je 1 = f(α) + 1 = g(α)(α3 + α2 − 3α− 3). Odatle je

1
α−1 = 1

g(α) = α3 + α2 − 3α− 3 tra�eni element u uoqenoj bazi. ¤

5 (a) Definisati pojam ideala u prstenu P .
(b) Ako je I ideal prstena P definisati koliqniqki prsten P/I.
(v) Definisati prosta raxireǌa poǉa F .
(g) Definisati algebarske i transcendentne elemente poǉa K nad poǉem F .
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