
Algebra, jun 2008. 2. jul 2008.

1 Neka je G1 = (G, ·,−1 , e) grupa. Definiximo na G operaciju ◦ sa: (∀a, b ∈ G) a ◦ b = b · a.
(a) Pokazati da je struktura G2 = (G, ◦,−1 , e) grupa.
(b) Pokazati da je preslikavaǌe f : G1 → G2, definisano sa f(a) = a−1 izomorfizam grupa.

Rexeǌe: (a) Proveravamo aksiome grupe. Grupoidnost je laka, jer va�i grupoidnost za G1, tj. a ◦ b = b · a ∈ G.
Asocijativnost va�i jer je a ◦ (b ◦ c) = (b ◦ c) · a = (c · b) · a. Daǉe, poxto u G1 va�i asocijativnost imamo jednakost
(c · b) · a = c · (b · a) = (b · a) ◦ c = (a ◦ b) ◦ c xto dokazuje asocijativnost u G2. Iz a ◦ e = e · a = a i e ◦ a = a · e = a
vidimo da se neutral nasle�uje, a isto iz a ◦ a−1 = a−1 · a = e i a−1 ◦ a = a · a−1 = e nasle�uje se inverz. Dakle G2

jeste grupa.
(b) Treba proveriti da je f bijekcija i da je homomorfizam. Da je ”na” je lako, jer se u element a slika a−1,
jer f(a−1) = (a−1)−1 = a. Da je ”1-1” je tako�e lako, jer iz f(a) = f(b) sledi a−1 = b−1, pa je (a−1)−1 = (b−1)−1, tj.
a = b. I konaqno je homomorfizam jer imamo f(a · b) = (a · b)−1 = b−1 · a−1 = a−1 ◦ b−1 = f(a) ◦ f(b). ¤

2 Neka su g1 = (12)(27)(35)(36)(47), g2 =
(

1 2 3 4 5 6 7
2 7 6 5 1 3 4

)
∈ S7.

(a) U grupi S7 na�i jednu permutaciju f reda 12. Odrediti parnost permutacije f .
(b) Ako postoje, odrediti permutacije h1, h2, tako da je f = h1g1h

−1
1 , odnosno f = h2g2h

−1
2 .

Rexeǌe: Najpre zapiximo g1 i g2 kao proizvod disjunktnih ciklusa: g1 = (1274)(365) i g2 = (12745)(36).
(a) Kako je red permutacije, koja je zapisana kao proizvod disjunktnih ciklusa, jednak NZS duzina tih ciklusa,
permutacija je reda 12 ako je proizvod ciklusa du�ine 3 i 4. Npr. uzmimo f = (1234)(567). Kako je f proizvod
parnog i neparnog ciklusa, to je neparna permutacija.
(b) Kako je konjugat od f , hfh−1, tako�e proizvod disjunktnih ciklusa du�ine 4 i 3, i ovo zapa�aǌe je ako i

samo ako, tra�eno h1 postoji, dok tra�eno h2 ne. Za h1 uzimimo h1 =
(

1 2 3 4 5 6 7
1 2 5 4 7 6 3

)
. ¤

3 Odrediti posledǌe dve cifre broja 20072008.

Reseǌe: Zadatak lako mo�emo rexiti primenom Ojlerove teoreme, ali mo�emo da primetimo da je 20072008 =100

72008 =100 (74)502 =100 (2401)502 =100 1502 = 1. Dakle, dve posledǌe cifre su 01. ¤

4 Abelova grupa G je data generatorima a, b, c i relacijama:

4a −12b −4c = 0,
5a −10b −2c = 0,
3a −14b −6c = 0.

(a) Odrediti normalnu formu grupe G.
(b) Koliko grupa G ima elemenata konaqnog reda?

Rexeǌe: (a) Svodimo na normalnu formu:



4 −12 −4
5 −10 −2
3 −14 −6


 ∼




4 −12 −4
1 2 2
3 −14 −6


 ∼




0 −20 −12
1 2 2
0 −20 −12


 ∼




0 −20 −12
1 0 0
0 −20 −12


 ∼




0 −20 −12
1 0 0
0 0 0


 ∼




0 −8 −12
1 0 0
0 0 0


 ∼




0 −8 −4
1 0 0
0 0 0


 ∼




0 0 −4
1 0 0
0 0 0


 ∼




1 0 0
0 −4 0
0 0 0


 . Dakle, G = Z4 × Z.

(b) Iz normalne forme je jasno da grupa G ima qetiri elementa konaqnog reda. ¤

5 Dat je polinom f(x) = x3 + 3x2 + 2x + 3 ∈ Z5[x].
(a) Pokazati da je f(x) nesvodǉiv nad Z5.
(b) Neka je E skup ostataka polinoma iz Z5[x] po modulu polinoma f(x). Pokazati da je E poǉe.
(v) U poǉu E izraqunati x+4

x2+3x+2 .

Rexeǌe: (a) Polinom je tre�eg stepena, pa kad bi bio svodǉiv, imao bi nulu u Z5. Kako je f(0) = 3, f(1) =
4, f(2) = 2, f(3) = 3, f(4) = 3, to je f(x) nesvodǉiva nad Z5.
(b) Znamo da je E prsten, pokazujemo da svaki element iz ǌega ima inverz za mno�eǌe. Neka je g(x) ∈ E. Tada
je deg(g(x)) < deg(f(x)) = 3, pa kako je f(x) nesvodǉiv mora biti (f(x), g(x)) = 1. Odatle je p(x)f(x) + q(x)g(x) = 1,
za neke p(x), q(x) ∈ Z[x]. Neka je q(x) ostatak od q(x) pri deǉeǌu sa f(x), tj. q(x) pripada E. Uoqenu relaciju
svedimo po modulu f(x): 1 =f(x) p(x)f(x) + q(x)g(x) =f(x) q(x)g(x), tj. u E va�i q(x)g(x) = 1, pa je q(x) iverz za g(x)
u E. Dakle, E je poǉe.
(v) Neka je h(x) = x2 + 3x + 2. Kako je f(x) = h(x)x + 3, imamo u E da je x+4

x2+3x+2 = x+4
h(x) = (x+4)x

h(x)x = x2+4x
f(x)+2 = 3(x2+4x)

3·2 =
3x2 + 2x. ¤

6 (Teorijsko pitaǌe)
(a) Podgrupe cikliqnih grupa.
(b) Navesti i dokazati n! teoremu.
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