
Algebra, oktobar 2008. 18. septembar 2008.

Ime i prezime: Broj indeksa:
1 2 3 4 5 Σ

1 Neka su H i K podgrupe grupe G. Pokazati da je relacija ∼ skupa G, data sa: x ∼ y ⇔ (∃h ∈ H)(∃k ∈ K)y = hxk,
relacija ekvivalencije, i na�i klase ekvivalencije.

Rexeǌe:

refleksivnost: Kako su H i K podgrupe, to e ∈ H, K, pa je x ∼ x, jer x = exe.

simetriqnost: Pretpostavimo da je x ∼ y. Tada za neke h ∈ H, k ∈ K, y = hxk. Mno�eǌem sleva i sdesna
sa h−1 i k−1, dobijamo x = h−1yk−1, pa kako h−1 ∈ H, a k−1 ∈ K, jer su H i K podgrupe, zakǉuqujemo y ∼ x.

tranzitivnost: Pretpostavimo x ∼ y, y ∼ z. Tada postoje h1, h2 ∈ H, k1, k2 ∈ K, tako da je y = h1xk1 i z = h2yk2.
Ali tada je z = h2h1xk2k2, i kako h2h1 ∈ H i k1k2 ∈ K, jer su H i K podgrupe, zakǉuqujemo x ∼ z.

Odredimo klase. y ∈ Cx ako i samo ako x ∼ y a to je ako i samo ako postoje h ∈ H i k ∈ K tako da je y = hxk. Odatle
zakǉuqujemo Cx = HxK. ¤

2 Pokazati da 7 | 22225555 + 55552222.

Rexeǌe: Koristimo Ojlerovu teoremu, ϕ(7) = 6. Najpre primetimo da je 2222 =7 3 i 5555 =7 4, pa je 22225555 =7 35555

i 55552222 =7 42222. Kako je (3, 7) = 1 i (4, 7) = 1 mo�emo koristiti Ojlerovu teoremu, pa kako imamo 5555 =6 5 i
2222 =6 2, to je 35555 =7 35 =7 3332 =7 6 · 2 =7 5 i 42222 =7 42 =7 2. Konaqno 22225555 + 55552222 =7 5 + 2 =7 0. ¤

3 Pokazati da grupa reda 150 nije prosta.

Rexeǌe: Neka je G grupe reda 150 = 2 · 3 · 52. Neka je H S5-podgrupa od G, koja postoji po Silovǉevoj prvoj
teoremi. Ona je indeksa |G : H| = 6, pa mo�emo koristiti n! teoremu. Imamo CoreH / G i pokazujemo da nije
trivijalna i da je prava podgrupa. Ona jeste prava jer CoreH < H � G, a jeste i netrivijalna, jer ako bi bila
trivijalna, imali bismo |G : CoreH| = 150, pa prema n! teoremi bi 150 | 6! = 720, xto nije taqno. ¤

4 Odrediti normalnu i elementarnu formu Abelove grupa G, koja je data generatorima a, b, c i relacijama:

−12a +18b −18c = 0,
15b −27c = 0,

−6a +3b +3c = 0.

Odrediti broj elemenata reda 6. Koji je maksimalan red elementa u G? Koliko ima elemenata maksimalnog reda?

Rexeǌe:


−12 18 −18

0 15 −27
−6 3 3


 ∼




24 18 −36
30 15 −42
0 3 0


 ∼




24 0 −36
30 0 −42
0 3 0


 ∼




24 0 −36
6 0 −6
0 3 0


 ∼



−12 0 −36

0 0 −6
0 3 0


 ∼



−12 0 0

0 0 −6
0 3 0




Iz gorǌih jednakosti vidimo da je normalna forma grupe G = Z3 × Z6 × Z12. Iz ǌe se vidi da je maksimalan red
elementa 12. Elementarna forma grupe G je G = Z2 × Z4 × Z3 × Z3 × Z3. Svaki element iz G je oblika (a, b, c, d, e), i
va�i r(a) ∈ {1, 2}, r(b) ∈ {1, 2, 4}, r(c), r(d), r(e) ∈ {1, 3}. Kako je r(a, b, c, d, e) = NZS (r(a), r(b), r(c), r(d), r(e)), to imamo
nekoliko mogu�nosti:

r(a) r(b) r(c) r(d) r(e) ima ih
1 2 1 1 3 2
1 2 1 3 1 2
1 2 1 3 3 4
1 2 3 1 1 2
1 2 3 1 3 4
1 2 3 3 1 4
1 2 3 3 3 8
2 1 1 1 3 2
2 1 1 3 1 2
2 1 1 3 3 4
2 1 3 1 1 2

r(a) r(b) r(c) r(d) r(e) ima ih
2 1 3 1 3 4
2 1 3 3 1 4
2 1 3 3 3 8
2 2 1 1 3 2
2 2 1 3 1 2
2 2 1 3 3 4
2 2 3 1 1 2
2 2 3 1 3 4
2 2 3 3 1 4
2 2 3 3 3 8

ukupno: 78

Sliqno se dobija da je broj elemenata maksimalnog reda jednak 104. ¤
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5 Dat je polinom f(x) = x3 + 2x2 + 2x + 2 ∈ Z5[x].
(a) Pokazati da je f(x) nesvodǉiv nad Z5.
(b) Neka je E skup ostataka polinoma iz Z5[x] po modulu polinoma f(x). Pokazati da je E poǉe.
(v) U poǉu E izraqunati 1

x2+2x+2 .

Rexeǌe: Kako je f(0), f(1), f(2), f(3), f(4) 6= 0 u Z5, polinom je nesvodǉiv. Standardnim postupkom pokazuje se
da je E poǉe. Primetimo da je f(x) = x3 + 2x2 + 2x + 2 = x(x2 + 2x + 2) + 2, pa je f(x)− 2 = x(x2 + 2x + 2). Odatle je

1
x2+2x+2 = x

x(x2+2x+2) = x
f(x)−2 = x

3 = 2x. ¤
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