
Algebra, septembar 2008. 9. septembar 2008.

1 Neka je H podgrupa grupe G. Pokazati da je za svako a ∈ G, aHa−1 := {aha−1 : h ∈ H} podgrupa od G i da je
aHa−1 ∼= H.

Rexeǌe Da bi aHa−1 bila podgrupa dovoǉno je pokazati da za x, y ∈ aHa−1, xy−1 ∈ aHa−1. No tada postoje
h1, h2 ∈ H tako da je x = ah1a

−1, y = ah2a
−1, pa je xy−1 = (ah1a

−1)(ah2a
−1)−1 = ah1a

−1ah−1
2 a−1 = ah1h

−1
2 a−1, i kako

je h1h
−1
2 ∈ H, jer je H podgrupa, to je xy−1 ∈ aHa−1.

Uoqimo preslikavaǌe f : H −→ aHa−1, definisano sa f(h) = aha−1, h ∈ H. Ono je oqigledno dobro definisano.
Pokaza�emo da je homomorfizam i bijekcija, xto zavrxava posao. Za homomorfizam uoqimo da je f(h1h2) =
ah1h2a

−1 = ah1a
−1ah2a

−1 = f(h1)f(h2). Preslikavaǌe je ”1-1” jer iz f(h1) = f(h2) sledi ah1a
−1 = ah2a

−1, odakle
posle kancelacije dobijamo h1 = h2. I ono je ”na”, jer se u element aha−1 slika element h ∈ H. ¤

2 Pokazati da za svako n ∈ Z va�i 42 | n7 − n.

Rexeǌe Koristimo dva puta Ojlerovu teoremu, i to za prirodne brojeve 3 i 7. Najpre izraqunamo da je ϕ(3) = 2
i ϕ(7) = 6. Uoqimo da su n7 i n iste parnosti, te je ǌihova razlika uvek parna, tj. 2 | n7 − n. Ako su (n, 3) = 1,
tada prema Ojlerovoj teoremi n2 =3 1, pa je n7 =3 (n2)3n =3 n, tj. 3 | n7 − n, a ako (n, 3) 6= 1, to 3 | n, pa 3 | n7 − n
i u tom sluqaju. Sve u svemu, 3 | n7 − n. Sliqno, ako (n, 7) = 1 prema Ojlerovoj teoremi n6 =7 1, pa n7 =7 n, tj.
7 | n7 = n i ako (n, 7) 6= 1, to 7 | n, pa 7 | n7 − n i sve u svemu 7 | n7 − n. Kako 2, 3, 7 dele n7 − n, deli ga i ǌihov
najve�i zajedniqki sadr�alac, tj. 42 | n7 − n. ¤

3 Pokazati da grupa reda 105 nije prosta.

Rexeǌe Neka je G takva da je |G| = 105 = 3 · 5 · 7. Prema Silovǉevim teoremama izraqunajmo s5 i s7. Iz
s5 | 3 · 7 = 21 i s5 =5 1 imamo s5 ∈ {1, 21}. Iz s7 | 3 · 5 = 15 i s7 =7 1 imamo s7 ∈ {1, 15}.

Pretpostavimo da je s5 = 21, a s7 = 15 i neka su Hi, 1 ≤ i ≤ 21, S5−podgrupe, a Kj , 1 ≤ j ≤ 15, S7−podgrupe.
Za ǌih va�i |Hi| = 5 i |Kj | = 7, i sve se me�usobno seku samo trivijalno. Odatle dobijamo 105 = |G| ≥
|⋃i Hi ∪

⋃
j Kj | = 21 · 4 + 15 · 6 + 1ı175. Kontradikcija. Dakle s5 = 1 ili s7 = 1, a to znaqi da postoji neka (S5 ili

S7−podgrupa) koja je netrivijalna, prava i normalna, te G nije prosta. ¤

4 Abelova grupa G je data generatorima a, b, c i relacijama:

3a +2b +5c = 0,
−4a +2b +2c = 0,
−6a +8b +14c = 0.

Na�i elementarnu i normalnu formu grupe G. Odrediti redove svih elemenata, kao i broj elemenata odre�enog
reda.

Rexeǌe



3 2 5
−4 2 2
−6 8 14


 ∼




3 2 5
−1 4 7

0 12 24


 ∼




0 14 26
−1 4 7

0 12 24


 ∼




0 14 26
−1 0 0

0 12 24


 ∼




0 2 2
−1 0 0

0 12 24


 ∼




0 2 0
−1 0 0

0 12 12


 ∼




0 2 0
−1 0 0

0 0 12




Iz prethodnih jednakosti zakǉuqujemo da je G ∼= Z2×Z12, xto je ǌena normalna forma, dok je elementarna forma
G ∼= Z2 × Z22 × Z3. Kako grupa G ima 24 elementa, a red elementa mora da deli red grupe, kanditati za redove
su 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24. Elemenata reda 1 ima samo jedan, i to je neutral grupe. Primetimo iz normalne
forme da grupa nije cikliqna, te elemenata reda 24 nema. Iz elementarne forme je jasno da ni elemenata reda
8 nema. Tako da preostala 23 elementa su reda 2, 3, 4, 6 ili 12. Koncentriximo se na elementarnu formu. Neka
je (a, b, c) proizvoǉan element. ǋegov red je NZS (r(a), r(b), r(c)), i pritom r(a) ∈ {1, 2}, r(b) ∈ {1, 2, 4}, r(c) ∈ {1, 3}.
Elementi reda 2 su oblika (a, b, c), pri qemu je r(a) = 1, r(b) = 2, r(c) = 1 ili r(a) = 2, r(b) = 1, r(c) = 1
ili r(a) = 2, r(b) = 2, r(c) = 1, odakle ih ima ϕ(2) + ϕ(2) + ϕ(2)ϕ(2) = 3. Elementi reda 3 su oblika (a, b, c)
i pritom je r(a) = 1, r(b) = 1, r(c) = 3, te ih ima ϕ(3) = 2. Elementi reda 4 su istog oblika (a, b, c), ali je
r(a) = 1, r(b) = 4, r(c) = 1 ili r(a) = 2, r(b) = 4, r(c) = 1, odakle ih ima ϕ(4) + ϕ(2)ϕ(4) = 4. Za elemente reda
6 va�i r(a) = 1, r(b) = 2, r(c) = 3 ili r(a) = 2, r(b) = 1, r(c) = 3 ili r(a) = 2, r(b) = 2, r(c) = 3, te ih ima
ϕ(2)ϕ(3) + ϕ(2)ϕ(3) + ϕ(2)ϕ(2)ϕ(3) = 6. I konaqo elementi reda 12 su oblika (a, b, c) pri qemu je r(a) = 1, r(b) =
4, r(c) = 3 ili r(a) = 2, r(b) = 4, r(c) = 3, i ima ih ϕ(4)ϕ(3) + ϕ(2)ϕ(4)ϕ(3) = 8. ¤

5 Neka je α = 3
√

2 +
√

2. Na�i min(α,Q), |Q(α) : Q| i dati jednu bazu za Q(α) nad Q. U uoqenoj bazi predstaviti
element 1

α−1 .

Rexeǌe Uoqimo da je α3 = 2+
√

2, odakle je α3−2 =
√

2. Kvadrtiraǌem dobijamo α6−4α3+2 = 0, odakle α anulira
polinom f(x) = x6 − 4x3 + 2, koji je nesvodǉiv nad Z po Ajzenxtajnovom kriterijumu, pa je prema Gausovoj lemi
nesvodǉiv i nad Q. Odatle je min(α,Q) = x6 − 4x3 + 2, |Q(α) : Q| = 6, a jedna baza je {1, α, α2, α3, α4, α5}. Da bismo
naxli uoqeni element u bazi, podelimo polinom f(x) sa g(x) = x−1. Dobijamo f(x) = g(x)(x5+x4+x3−3x2−3x−3)−1,
odatle je 1

α−1 = 1
g(α) = α5+α4+α3−3α2−3α−3

g(α)(α5+α4+α3−3α2−3α−3) = α5+α4+α3−3α2−3α−3
f(α)+1 = α5 + α4 + α3 − 3α2 − 3α− 3. ¤
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