
Diskretne strukture 1, prvi kolokvijum 2007/08.
17. novembar 2007.

1 Neka su A, B, C proizvoǉni skupovi.
(a) Pravǉeǌem istinitosne tablice pokazati skupovni identitet A ∪ (B \ C) = (A ∪B) \ (C \A).
(b) Metodom karakteristiqnih funkcija pokazati skupovni identitet A ∩ (B \ C) = (A ∩B) \ (A ∩ C).

Rexeǌe: (a) Datom skupovnom identitetu pridru�ujemo iskaznu formulu a∨ (b∧¬c) ⇔ (a∨ b)∧¬(c∧¬a). Tablicom
pokazujemo da je iskaz tautologija, xto je ekvivalentno qiǌenici da va�i identitet.
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(b) Raqunamo:
χA∩(B\C) = χAχB\C = χA(χB − χBχC) = χAχB − χAχBχC ,
χ(A∩B)\(A∩C) = χA∩B − χA∩BχA∩C = χAχB − χAχBχAχC = χAχB − χAχBχC ,
odakle va�i skupovni identitel jer su karakteristiqne funkcije leve i desne strane jednake. ¤

2 (a) Pokazati da za n ≥ 1 va�i 1 + 3 + 5 + ... + (2n− 1) = n2.
(b) Ako je fn niz Fibonaqijevih brojeva (f0 = 0, f1 = 1, fn = fn−1 + fn−2, n ≥ 2), pokazati da za n ≥ 0 va�i
f0 + f1 + f2 + ... + fn = fn+2 − 1.

Rexeǌe: (a) Dokazujemo matematiqkom indukcijom:
n = 1: Oqigledno va�i jer je 1 = 12.
n ⇒ n + 1: Pretpostavimo da je 1 + 3 + 5 + ... + (2n− 1) = n2, i pokazujemo 1 + 3 + 5 + ... + (2n− 1) + (2n + 1) = (n + 1)2.
Imamo 1 + 3 + 5 + ... + (2n− 1) + (2n + 1) = (1 + 3 + 5 + ... + (2n− 1)) + (2n + 1) = n2 + 2n + 1 = (n + 1)2.
(b) Dokazujemo matematiqkom indukcijom:
n = 0: f0 = 0 = 1− 1 = f2 − 1.
n ⇒ n + 1: Pretpostavimo da je f0 + f1 + ... + fn = fn+2 − 1, i pokaujemo f0 + f1 + ... + fn + fn+1 = fn+3 − 1. Imamo
f0 + f1 + ... + fn + fn+1 = (f0 + f1 + ... + fn) + fn+1 = fn+2 − 1 + fn+1 = (fn+1 + fn+2)− 1 = fn+3 − 1. ¤

3 Neka je na skupu A = {−1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} data relacija ρ sa xρy ⇔ 11 | x + 10y. Pokazati da je ρ
relacija ekvivalencije i odrediti klase ekvivalencije.

Rexeǌe: (R) 11 | x + 10x = 11x, odakle sledi xρx, za svako x.
(S) Ako xρy, to 11 | x + 10y. Kako je y + 10x = 11(x + y)− (x + 10y), to 11 | y + 10x, tj. yρx.
(T) Ako xρy i yρz, tada 11 | x + 10y i 11 | y + 10z. Kako je x + 10z = (x + 10y) + (y + 10z)− 11y, to 11 | x + 10z, tj xρz.
Dakle, relacija jeste ekvivalencija. Na�imo klase ekvivalencije. y ∈ Cx ako i samo ako yρx, a to je ako i samo ako
11 | y + 10x. Me�utim, posledǌe je ako i samo ako 11 | (y + 10x) − 11x = y − x, tj. ako i samo ako y − x = 11k. Dakle
Cx = {x + 11k : x + 11k ∈ A}. Sledi, C−1 = C10 = {−1, 10}, C0 = {0}, C1 = {1}, C2 = {2}, C3 = {3}, C4 = {4}, C5 = {5},
C6 = {6}, C7 = {7}, C8 = {8}, C9 = {9}. ¤

4 (a) Pokazati da u iskaznom raqunu va�i ¬(A ∨B) ` ¬A ∧ ¬B.
(b) Predstaviti iskaznu formulu ¬(p ⇒ (q ∧ r)) u KDNF.

Rexeǌe: (a) Kako je A∨B zamena za ¬A ⇒ B i A∧B zamena za ¬(A ⇒ ¬B), to treba pokazati ¬(¬A ⇒ B) ` ¬(¬A ⇒
¬¬B).
Najpre poka�imo ¬A ⇒ ¬¬B ` ¬A ⇒ B. Izvodimo:
(1) hipoteza ¬A ⇒ ¬¬B
(2) L4(a) ¬¬B ⇒ B
(3) L2(1,3) ¬A ⇒ B

Dakle, ¬A ⇒ ¬¬B ` ¬A ⇒ B, odakle je prema stavu dedukcije ` (¬A ⇒ ¬¬B) ⇒ (¬A ⇒ B).
Izvodimo daǉe ¬(¬A ⇒ B) ` ¬(¬A ⇒ ¬¬B):
(1) teorema (¬A ⇒ ¬¬B) ⇒ (¬A ⇒ B)
(2) L4(v) ((¬A ⇒ ¬¬B) ⇒ (¬A ⇒ B)) ⇒ (¬(¬A ⇒ B) ⇒ ¬(¬A ⇒ ¬¬B))
(3) MP(1,2) ¬(¬A ⇒ B) ⇒ ¬(¬A ⇒ ¬¬B)
(4) hipoteza ¬(¬A ⇒ B)
(5) MP(3,4) ¬(¬A ⇒ ¬¬B)

Dakle, va�i tvr�eǌe.
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(b) Pravimo tablicu za datu iskaznu formulu:
p q r ¬ (p ⇒ (q ∧ r))
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⊥ ⊥ ⊥ ⊥ > ⊥

Iz tablice vidimo da je KDNF date forlume (p ∧ q ∧ ¬r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ r) ∨ (p ∧ ¬q ∧ ¬r). ¤

5 (Teorijsko pitaǌe)
(a) Navesti aksiome iskaznog raquna i navesti i dokazati dve leme po izboru.
(b) Teorema potpunosti.
(v) Stav dedukcije.
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