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1 Metodom rezolucije pokazati vaǉanost formule ((q ∧ r) ∨ ¬p) ⇒ (p ⇒ (q ∧ r)).
Rexeǌe: Neka je A = ((q ∧ r) ∨ ¬p) ⇒ (p ⇒ (q ∧ r)). Na�imo KNF formule ¬A. ¬A = ¬(((q ∧ r) ∨ ¬p) ⇒ (p ⇒ (q ∧ r))) =
((q ∧ r) ∨ ¬p) ∧ ¬(p ⇒ (q ∧ r)) = (q ∨ ¬p) ∧ (r ∨ ¬p) ∧ (p ∧ ¬(q ∧ r)) = (q ∨ ¬p) ∧ (r ∨ ¬p) ∧ p ∧ (¬q ∨ ¬r). Sad imamo:
C1 = {q, ¬p}
C2 = {r, ¬p}
C3 = {p}
C4 = {¬q, ¬r}
C5 = {q} Res(C1, C3, ¬p, p)
C6 = {r} Res(C2, C3, ¬p, p)
C7 = {¬r} Res(C4, C5, ¬q, q)
C8 = ∅ Res(C6, C7, r, ¬r)

Kako smo dobili praznu klauzu, to je formula ¬A kontradikcija, pa je A tautologija. ¤

2 Metodom Karnoovih mapi ili Kvin-Meklaskog uprostiti prekidaqko kolo dato svojom KDNF:

ABCD ∨ABCD ∨ABCD ∨ABCD ∨ABCD ∨ABCD.

Rexeǌe: Radimo Kvin-Meklaskog, i ovo mi je bilo texko za crtaǌe. Imamo:

ABCD X BCD X BD
−−−−− ABD X
ABCD X −−−−
ABCD X ABD X
−−−−− ABC
ABCD X BCD X
ABCD X −−−−
−−−−− ACD
ABCD X

Prosti implikanti su ABC, ACD i BD. Pravimo drugu tablicu:

ABCD ABCD ABCD ABCD ABCD ABCD

ABC X X

ACD X
nX

BD nX X nX nX

Sledi da je minimalna forma prekidaqkog kola ACD ∨BD. ¤

3 Na�i jedan model i kontramodel za formulu:

(∀x)(p(x) ⇒ p(f(x))) ⇒ (∃x)p(f(x)).

Rexeǌe: Zovimo naxu formulu F . Posmatrajmo strukturu D1 = (N, IL), gde je IL(p) = pI , IL(f) = fI , dato sa:

pI(a) = > ako i samo ako a = a,

fI(a) = a.

Poka�imo D1 |= F . Pretpostavimo suprotno, da definisana struktura nije model. Tada postoji valuacija v :
V ar → N, tako da je Iv(F ) = ⊥. No, tada je Iv((∀x)(p(x) ⇒ p(f(x)))) = > i Iv((∃x)p(f(x))) = ⊥. Ovo drugo znaqi da za
sve valuacije u ∼x v va�i Iu(p(f(x))) = ⊥. Ali uzmimo da je u(x) = n ∈ N, bilo koji prirodan broj. Tada dobijamo
pI(fI(n))) = ⊥, tj. pI(n) = ⊥, odnosno n 6= n, xto je kontradikcija. Sledi, zaista va�i D1 |= F .

Posmatrajmo daǉe strukturu D2 = (N, IL), gde je IL(p) = pI , IL(f) = fI , dato sa:

pI(a) = > ako i samo ako a 6= a,

fI(a) = a.

Poka�imo D2 2 F . Pretpostavimo suprotno, da definisana struktura jeste jedan model za formulu. Tada je za sve
valuacije v : V ar → N ispuǌeno Iv(F ) = >. Tada razdvajamo dva sluqaja.

1◦ Iv((∀x)(p(x) ⇒ p(f(x)))) = ⊥: Tada postoji valuacija v′ ∼x v za koju va�i Iv′(p(x) ⇒ p(f(x))) = ⊥. Neka je
v′(x) = n ∈ N. Tada imamo daǉe da va�i Iv′(p(x)) = > i Iv′(p(f(x))) = ⊥. Ali prva qiǌenica nam ka�e pI(n) = >, tj.
n 6= n, xto je kontradikcija, pa prvi sluqaj nije mogu�.

1



2◦ Iv((∃x)p(f(x))) = >: Tada postoji valuacija v′′ ∼x v za koju va�i Iv′′(p(f(x))) = >. Neka je v′′(x) = m ∈ N. Tada
dobijamo pI(fI(m)) = >, tj. pI(m) = >, odnosno m 6= m, xto je kontradikcija, pa ni drugi sluqaj nije mogu�.
Sledi, va�i D2 2 F . ¤

4 Metodom tabloa pokazati vaǉanost formule:

(∃x)(p(x) ∨ q(x)) ⇔ (∃x)p(x) ∨ (∃x)q(x).

Rexeǌe:

1. F(∃x)(p(x) ∨ q(x)) ⇔ (∃x)p(x) ∨ (∃x)q(x)
� �

2?.(1) F(∃x)(p(x) ∨ q(x)) 4.(1) T (∃x)(p(x) ∨ q(x))
3.(1) T (∃x)p(x) ∨ (∃x)q(x) 5.(1) F(∃x)p(x) ∨ (∃x)q(x)
� � 16.(4) T p(c) ∨ q(c)

6.(3) T (∃x)p(x) 7.(3) T (∃x)q(x) 17?.(5) F(∃x)p(x)
8.(6) T p(a) 12.(7) T q(b) 18?.(5) F(∃x)q(x)

9.(2) Fp(a) ∨ q(a) 13.(2) Fp(b) ∨ q(b) 19.(17) Fp(c)
10.(9) Fp(a) 14.(13) Fp(b) 20.(18) Fq(c)
11.(9) Fq(a) 15.(13) Fq(b) � �
×(8, 10) ×(12, 15) 21.(16) T p(c) 22.(16) T q(c)

×(19, 21) ×(20, 22)

Kako su sve grane tabloa zatvorene, to je formula vaǉana. ¤

5 Neprotivreqnost predikatskog raquna prvog reda.

6 (a) Navesti aksiome teorije Bezatomiqnih Bulovih algebri i dati primere beskonaqnih i konaqnih modela.
(b) Navesti primere prebrojivih modela teorije Gustog linearnog ure�eǌa bez krajeva, kao i neka svojstva ovih
modela.
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