
Diskretne strukture 1 April 2008.

1 Metodom karakteristiqnih funkcija pokazati skupovni identitet: A \ (B \ C) = (A \B) ∪ (A ∩ C).

Rexeǌe: Iz χA\(B\C) = χA − χAχB\C = χA − χAχB + χAχBχC i χ(A\B)∪(A∩C) = χA\B + χA∩C − χA\BχA∩C = χA −
χAχB + χAχC − χAχAχC + χAχBχAχC = χA − χAχB + χAχBχC zakǉuqujemo identitet. ¤

2 Pokazati da je relacija ρ ⊂ N × N, data sa xρy ako i samo ako 7 | 2x + 5y, relacija ekvivalencije i na�i klase
ekvivalencije.

Rexeǌe: Primetimo 7 | 2x + 5y ako i samo ako 7 | 2x + 5y − 7y = 2(x− y) ako i samo ako 7 | x− y.

(R) Kako 7 | x− x = 0, to za svako x va�i xρx;

(S) Neka xρy, tada 7 | x− y, ali i 7 | y − x = −(x− y), pa yρx;

(T) Neka xρy i yρz, tada 7 | x− y, y− z, ali i 7 | x− z = (x− y) + (y− z), pa xρz. Dakle, relacija jeste ekvivalencija.
Klasa elementa x je Cx = {y ∈ N | yρx} = {y ∈ N | 7 | y − x} = {y ∈ N | y − x = 7k, k ∈ Z} = {y ∈ N | y = x + 7k, k ∈ Z} =
{x + 7k ∈ N | k ∈ Z}. ¤

3 Pokazati da u iskaznom raqunu va�i: ¬(A ∨B) ` ¬A ∧ ¬B.

Rexeǌe: Kako je A∨B zamena za ¬A ⇒ B i A∧B zamena za ¬(A ⇒ ¬B), to treba pokazati ¬(¬A ⇒ B) ` ¬(¬A ⇒ ¬¬B).
Najpre poka�imo ¬A ⇒ ¬¬B ` ¬A ⇒ B. Izvodimo:
(1) hipoteza ¬A ⇒ ¬¬B
(2) L4(a) ¬¬B ⇒ B
(3) L2(1,3) ¬A ⇒ B

Dakle, ¬A ⇒ ¬¬B ` ¬A ⇒ B, odakle je prema stavu dedukcije ` (¬A ⇒ ¬¬B) ⇒ (¬A ⇒ B).
Izvodimo daǉe ¬(¬A ⇒ B) ` ¬(¬A ⇒ ¬¬B):
(1) teorema (¬A ⇒ ¬¬B) ⇒ (¬A ⇒ B)
(2) L4(v) ((¬A ⇒ ¬¬B) ⇒ (¬A ⇒ B)) ⇒ (¬(¬A ⇒ B) ⇒ ¬(¬A ⇒ ¬¬B))
(3) MP(1,2) ¬(¬A ⇒ B) ⇒ ¬(¬A ⇒ ¬¬B)
(4) hipoteza ¬(¬A ⇒ B)
(5) MP(3,4) ¬(¬A ⇒ ¬¬B)

Dakle, sledi tvr�eǌe. ¤

4 Metodom Karnoovih mapi ili Kvin-Meklaskog minimizovati prekidaqko kolo dato svojom KDNF: ABCD ∨
ABCD ∨ ABCD ∨ ABCD ∨ ABCD ∨ ABCD ∨ ABCD ∨ ABCD ∨ ABCD.

Rexeǌe: Radimo metodu Karnoovih mapi.
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Iz mape qitamo da je minimalna forma jednaka AD ∨AC ∨BD ∨BC. ¤

5 Na�i kontramodel za formulu: F ≡ ∀x∀y∀z((p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒ p(z, x)).

Rexeǌe: Posmatrajmo strukturu D = (N, IL), IL(p) = pI definisano sa:

pI(a, b) = > ako i samo ako a < b;

i poka�imo D 2 F . Pretpostavimo suprotno da za sve valuacije v : V ar → N va�i Iv(F ) = >. Tada za sve valuacije
v′ ∼x v va�i Iv′(∀y∀z((p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒ p(z, x))) = >. Uzmimo v′(x) = 0. Daǉe, za sve valuacije v′′ ∼y v′ va�i
Iv′′(∀z((p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒ p(z, x))) = >. Jasno v′′(x) = v′(x) = 0 i uzmimo v′′(y) = 1. Daǉe, za sve valuacije v′′′ ∼z v′′

va�i Iv′′′((p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒ p(z, x)) = >. Jasno, v′′′(x) = x′′(x) = 0, v′′′(y) = v′′(y) = 1 i uzmimo v′′′(z) = 2. Tada
dobijamo pI(0, 1) ∧ pI(1, 2) ⇒ pI(2, 0) = >, tj. > ∧> ⇒ ⊥ = > ili > ⇒ ⊥ = >. Kontradikcija. Sledi D 2 F . ¤
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6 Metodom tabloa pokazati vaǉanost formule: (∀x∃y(p(x, y) ⇒ ∃zq(x, z)) ∧ ∀x∀yp(x, y)) ⇒ ∀x∃zq(x, z).

Rexeǌe:

1. F(∀x∃y(p(x, y) ⇒ ∃zq(x, z)) ∧ ∀x∀yp(x, y)) ⇒ ∀x∃zq(x, z)
2.(1) T ∀x∃y(p(x, y) ⇒ ∃zq(x, z)) ∧ ∀x∀yp(x, y)

3.(1) F∀x∃zq(x, z)
4?.(2) T ∀x∃y(p(x, y) ⇒ ∃zq(x, z))

5?.(2) T ∀x∀yp(x, y)
6?.(3) F∃zq(a, z)

7.(4) T ∃y(p(a, y) ⇒ ∃zq(a, z))
8?.(5) T ∀yp(a, y)

9.(7) T p(a, b) ⇒ ∃zq(a, z)
10.(8) T p(a, b)

� �
11.(9) Fp(a, b) 12.(9) T ∃zq(a, z)
×(10,11) 13.(12) T q(a, c)

14.(6) Fq(a, c)
×(13,14)

Kako su sve grane tabloa zatvorene, to je formula vaǉana. ¤
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