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1 Metodom karakteristiqnih funkcija pokazati skupovni identitet:

A \ (B ∪ C) = (A \B) ∩ (A \ C).

Rexeǌe: Raqunamo χA\(B∪C) i χ(A\B)∩(A\C) i pokazujemo da su jednake.
χA\(B∪C) = χA − χAχB∪C = χA − χA(χB + χC − χBχC) = χA − χAχB − χAχB + χAχBχC .
χ(A\B)∩(A\C) = χA\BχA\C = (χA − χAχB)(χA − χAχC) = χ2

A − χ2
AχB − χ2

AχC + χ2
AχBχC = χA − χAχB − χAχC + χAχBχC .

Kako su karakteristiqe funkcije jednake, to va�i dati identitet. ¤

2 Na skupu A = {−3, −2, −1, 0, 1, 2, 3, 4, 5} data je relacija ρ sa:

xρy ako i samo ako x2 + 2y = y2 + 2x.

Pokazati da je ρ relacija ekvivalencije i na�i klase ekvivalencije.
Rexeǌe: Proveravamo uslove:

R Za sve x va�i x2 + 2x = x2 + 2x, pa je xρx;
S Ako je xρy, tada je x2 + 2y = y2 + 2x, a trivijalno je y2 + 2x = x2 + 2y, tj. yρx;
T Neka xρy i yρz. Tada je x2 + 2y = y2 + 2x i y2 + 2z = z2 + 2y. Sabiraǌem ove dve jednakosti dobijamo

x2 + (y2 + 2y) + 2z = z2 + (y2 + 2y) + 2x, odakle je x2 + 2z = z2 + 2x, tj. xρz.
Dakle, relacija jeste ekvivalencija, i tra�imo klase. y ∈ Cx ako i samo ako xρy, tj. x2 + 2y = y2 + 2x. Odatle

je x2 − 2x = y2 − 2y, tj. x2 − 2x + 1 = y2 − 2y + 1, xto zapisujemo (x− 1)2 = (y − 1)2. Sledi y = x ili y = 2− x. Dakle
Cx = {x, 2− x : x ∈ A, 2− x ∈ A}, odakle nalazimo C−3 = C5 = {−3, 5}, C−2 = C4 = {−2, 4}, C−1 = C3 = {−1, 3}, C0 =
C2 = {0, 2} i C1 = {1}. ¤

3 Pokazati da u iskaznom raqunu va�i:

A ⇒ B, B ⇒ C ` (A ∧B) ⇒ C.

Rexeǌe: Kako je A ∧B zamena za ¬(A ⇒ ¬B), to treba pokazati A ⇒ B, B ⇒ C ` ¬(A ⇒ ¬B) ⇒ C. Izvodimo:
(1) hipoteza A ⇒ C
(2) hipoteza B ⇒ C
(3) L4(v) (B ⇒ C) ⇒ (¬C ⇒ ¬B)
(4) MP(2,3) ¬C ⇒ ¬B
(5) Ah1 ¬B ⇒ (A ⇒ ¬B)
(6) L2(4,5) ¬C ⇒ (A ⇒ ¬B)
(7) L4(v) (¬C ⇒ (A ⇒ ¬B)) ⇒ (¬(A ⇒ ¬B) ⇒ ¬¬C)
(8) MP(6,7) ¬(A ⇒ ¬B) ⇒ ¬¬C
(9) L4(a) ¬¬C ⇒ C
(10) L2(8,9) ¬(A ⇒ ¬B) ⇒ C
Dakle, sledi tvr�eǌe. ¤

4 Metodom rezolucije pokazati vaǉanost formule:

(¬q ⇒ ¬p) ⇒ ((¬q ⇒ p) ⇒ q).

Rexeǌe: Neka je F naxa formula. Onda je ¬F ≡ ¬[(¬q ⇒ ¬p) ⇒ ((¬q ⇒ p) ⇒ q)] ≡ ¬[¬(¬¬q ∨ ¬p) ∨ (¬(¬¬q ∨ p) ∨ q)] ≡
(q ∨ ¬p) ∧ ¬(¬(q ∨ p) ∨ q) ≡ (q ∨ ¬p) ∧ (q ∨ p) ∧ ¬q. Izvodimo metodom rezolucije:

C1 = {¬p, q}
C2 = {p, q}
C3 = {¬q}
C4 = {q} Res(C1, C2,¬p, p)
C5 = ∅ Res(C3, C4,¬q, q)

Kako smo dobili praznu klauzu formula ¬F je kontradikcija, te je F tautologija. ¤
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5 Na�i model i kontramodel za formulu:
(∀x)(∃y)p(f(x, y), y).

Rexeǌe:
Model: Posmatrajmo strukturu D1 = (N, IL), u kojoj je IL(p) = pI , IL(f) = fI interpretirano sa:

pI(a, b) = > ako i samo ako a = b,

fI(a, b) = a.

Poka�imo da je D1 ² F , gde je F data formula. Pretpostavimo suprotno, da postoji valuacija v : V ar → N, tako
da je Iv(F ) = ⊥. Tada postoji valuacija v′ ∼x v tako da je Iv′((∃y)p(f(x, y), y)) = ⊥. Neka je v′(x) = n ∈ N. Daǉe
je za sve valuacije u ∼y v′ taqno Iu(p(f(x, y), y)) = ⊥. Jasno je u(x) = v′(x) = n, i uzmimo bax u(y) = n. Imamo
pI(fI(n, n), n) = ⊥, tj. pI(n, n) = ⊥, odakle n 6= n. Kontradikcija. Zakǉuqujemo D1 ² F .

Kontramodel: Posmatrajmo strukturu D2 = (N, IL), u kojoj je IL(p) = pI , IL(f) = fI interpretirano sa:

pI(a, b) = > ako i samo ako a 6= b,

fI(a, b) = b.

Poka�imo da je D2 2 F . Pretpostavimo suprotno da je za sve valuacije v : V ar → N ispuǌeno Iv(F ) = >. Sledi da
za sve valuacije u ∼x v va�i Iu((∃y)p(f(x, y), y)) = >. Daǉe, postoji valuacija v′ ∼y u tako da je Iv′(p(f(x, y), y)) =
>. Neka je v′(y) = m ∈ N. Imamo pI(fI(u(x),m), m) = >, odnosno pI(m,m) = >, odakle m 6= m. Kontradikcija.
Zakǉuqujemo D2 2 F . ¤

6 Metodom tabloa pokazati vaǉanost formule:

(∃x)(p(x) ↑ q(x)) Y (∀x)p(x) ∧ (∀x)q(x).

Rexeǌe:

1. F(∃x)(p(x) ↑ q(x)) Y (∀x)p(x) ∧ (∀x)q(x)
� �

2?.(1) F(∃x)(p(x) ↑ q(x)) 4.(1) T (∃x)(p(x) ↑ q(x))
3.(1) F(∀x)p(x) ∧ (∀x)q(x) 5.(1) T (∀x)p(x) ∧ (∀x)q(x)
� � 16.(4) T p(c) ↑ q(c)

6.(3) F(∀x)p(x) 7.(3) F(∀x)q(x) 17?.(5) T (∀x)p(x)
8.(6) Fp(a) 12.(7) Fq(b) 18?.(5) T (∀x)q(x)

9.(2) Fp(a) ↑ q(a) 13.(2) Fp(b) ↑ q(b) 19.(17) T p(c)
10.(9) T p(a) 14.(13) T p(b) 20.(18) T q(c)
11.(9) T q(a) 15.(13) T q(b) � �
×(8, 10) ×(12, 15) 21.(16) Fp(c) 22.(16) Fq(c)

×(19, 21) ×(20, 22)

Kako su sve grane tabloa zatvorene, to je formula vaǉana. ¤
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