
Linearna algebra B, oktobar 2 2009.

1 Neka je V = R3[x] i neka je linearni operator L : V → V definisan sa

L(a + bx + cx2) = b + (−4a + 4b)x + (−2a + b + 2c)x2.

a) Odrediti matricu operatora L u odnosu na kanonsku bazu e prostora V .

b) Odrediti minimalni polinom operatora L. Da li je operator L dijagonalan?

v) Da li je operator G = L− 2I nilpotentan?

g) Odrediti bar jedan vektor v tako da je G(v) 6= 0 i bar jedan vektor w iz KerG takav
da je linearno nezavisan sa G(v).

d) Dokazati da vektori f1 = G(v), f2 = v i f3 = w odre�uju bazu prostora V i na�i
matricu preslikavaǌa G u odnosu na bazu f .

�) Odrediti matricu preslikavaǌa L u odnosu na bazu f .

2 Izraqunati vrednost determinante

Dn =
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1 + x2 x 0 0 . . . 0

x 1 + x2 x 0 . . . 0

0 x 1 + x2 x . . . 0
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0 0 0 0 . . . 1 + x2
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, za x2 6= 1.

3 Data je matrica C =

[
1 0
0 4

]
.

Na vektorskom prostoru V = M2(R) definisano je preslikavaǌe
◦ : V × V → R na slede�i naqin A ◦B = tr(AT CB).

a) Dokazati da je ◦ jedan skalarni proizvod na vektorskom prostoru V .

b) Odrediti rastojaǌe vektora E =

[
1 0
0 1

]
od potprostora U = {A ∈ V : trA = 0}.

4 Neka je L : R3 → R3 linearni operator euklidskog vektorskog prostora R3

sa standardnim skalarnim proizvodom definisan sa

L(x, y, z) = (−4x + y − 2z, x− 4y − 2z,−2x− 2y − z).

a) Dokazati da je operator L simetriqan.

b) Na�i bar jednu ortonormiranu bazu f = [f1, f2, f3] prostora R3 u kojoj operator L
ima dijagonalnu matricu i odrediti matricu operatora L u na�enoj bazi f .

5 Neka su λ1 < λ2 < · · · < λk sopstvene vrednosti simetriqnog operatora L : V → V , gde
je V n-dimenzionalni euklidski vektorski prostor i neka su e1, e2, · · · , ek odgovaraju�i
sopstevni vektori norme 1. Ako je U = Ω(e1, e2, · · · , ek), k ≤ n, dokazati da za svako x ∈ U
va�i:
λ1(x, x) ≤ (L(x), x) ≤ λk(x, x).
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