
Matematiqka logika u raqunarstvu, II kolokvijum 2014/15. 13. januar 2015.

1. Neka je M model jezika L. Za funkciju f : Mm −→Mn ka�emo da je definabilna ako je �en graf

Γ(f) = {(ā, f(ā)) | ā ∈Mm}

definabilan podskup od Mm+n.

Ako su f : Mm −→Mn i g : Mn −→Mk definabilne funkcije, dokazati da je i g ◦ f definabilna

funkcija.

Rexe�e. Neka φ(x̄, ȳ) definixe skup Γ(f) i ψ(ȳ, z̄) definixe skup Γ(g), gde su x̄, ȳ, z̄ redom du�ine

m,n, k.

Posmatrajmo formulu θ(x̄, z̄) = ∃ȳ(φ(x̄, ȳ) ∧ ψ(ȳ, z̄)). Tvrdimo da θ(x̄, z̄) definixe Γ(g ◦ f). Ako je

|= θ(ā, c̄), tada postoji b̄ tako da |= φ(ā, b̄)∧ψ(b̄c̄). Iz |= φ(ā, b̄) imamo da je b̄ = f(ā), a iz |= ψ(b̄, c̄) imamo
da je c̄ = g(b̄). Dakle, c̄ = g(f(ā)) = g ◦ f(ā), pa je θ(Mm+k) ⊆ Γ(g ◦ f).

Obratno, neka je c̄ = g ◦ f(ā). Oznaqimo b̄ = f(ā); tada je c̄ = g(b̄). Odatle je |= φ(ā, b̄) ∧ ψ(b̄, c̄), pa je i

|= θ(ā, c̄), xto dokazuje Γ(g ◦ f) ⊆ θ(Mm+k). a

2. Dati su modeli A = (Q,Z), B = (Q,Z, <) i C = (Q,Z, s), gde:

• Q je skup racionalnih brojeva;

• Z je unarni predikat takav da Z(q) akko q ∈ Z (Z je skup celih brojeva);

• < je uobiqajeno ure�e�e racionalnih brojeva;

• s je funkcija s : Q −→ Q data sa s(q) = q + 1.

Dokazati:

(1) dclA(∅) = ∅, dclB(∅) = ∅, dclC(∅) = ∅;
(2) ako a ∈ Q, onda dclA(a) = {a}, dclB(a) = {a} ∪ Z, dclC(a) = {a+m | m ∈ Z};
(3) funkcija ceo deo [−] : Q −→ Q je definabilna (bez parametara) u modelu B;
(4) skup pozitivnih racionalnih brojeva Q+ nije definabilan (sa parametrima) u modelu C.

Rexe�e.

(1) Jasno je da je preslikava�e x 7→ x+ 1 automorfizam svih ovih struktura koji nema nijednu fiksnu

taqku, pa je dclA(∅) = dclB(∅) = dclC(∅) = ∅.
(2) Jasno je a ∈ dclA(a). Neka b 6= a. Ako a 6= b + 1, onda uoqimo preslikava�e f dato sa: f(b) =
b + 1, f(b + 1) = b i f(x) = x za x 6= b, b + 1. Ako a = b + 1, onda a 6= b − 1, pa uoqimo preslikava�e f
dato sa: f(b) = b − 1, f(b − 1) = b i f(x) = x za x 6= b, b − 1. U svakom sluqaju f je bijekcija koja quva

skup celih brojeva i fiksira a, pa f ∈ Auta(A), ali f(b) 6= b, pa b /∈ dclA(a).

Ponovo je jasno da a ∈ dclB(a). Tako�e izaberimo n ∈ Z tako da n ≤ a < n+ 1. Tada formula

Z(x) ∧ x ≤ a ∧ ∀y(Z(y) ∧ x ≤ y ≤ a⇒ y = x)

definixe n i sliqno

Z(x) ∧ a < x ∧ ∀y(Z(y) ∧ a < y ≤ x⇒ y = x)

definixe n + 1. Dakle, n, n + 1 ∈ dclB(a). Sada indukcijom, ako n + m ∈ dclB(a), za m ≥ 1, tada
n+m+1 ∈ dclB(n+m) (prema prethodno dokazanom, za a = n+m), pa n+m+1 ∈ dclB(a) (tranzitivnost
dcl-a). I tako�e, ako n−m ∈ dclB(a), za m ≥ 0, tada n−m−1 ∈ dclB(n−m) (prema prethodno dokazanom,
za a = n−m), pa n−m− 1 ∈ dclB(a) (opet tranzitivnost dcl-a). Dakle, dclB(a) ⊇ {a} ∪ Z.

Ako b 6= a i b /∈ Z, tada mo�emo napraviti rastu�u bijekciju f koja quva a, quva Z taqka po taqka, ali

ne quva b (Nacrtajte!). Ovi uslovi nam ka�u da f ∈ Auta(B), ali f(b) 6= b, pa b /∈ dclB(a).

Konaqno, jasno je da a ∈ dclC(a). Tako�e, x = s(a) definixe a + 1, a s(x) = a definixe a − 1, pa
a + 1, a − 1 ∈ dclC(a). Indukcijom, ako a + m ∈ dclC(a), za m ≥ 1, tada a + m + 1 ∈ dclC(a + m) (prema
prethodnom, za a = a+m) pa po tranzitivnosti dcl-a a+m+ 1 ∈ dclC(a). Tako�e, ako a−m ∈ dclC(a),
za m ≥ 1, tada a −m − 1 ∈ dclC(a −m) (prema prethodnom, za a = a −m) pa po tranzitivnosti dcl-a
a−m− 1 ∈ dclC(a). Dakle, dclC(a) ⊇ {a+m | m ∈ Z}.



Ako b /∈ {a+m | m ∈ Z} posmatramo preslikava�e f dato sa:

f(x) =

{
x x ∈ {a+m | m ∈ Z}

x+ 1 inaqe
.

Jasno je da je f bijekcija koja quva skup celih brojeva, i quva funkciju s (f(s(x)) = s(f(x))) i f(a) = a,
pa f ∈ Auta(C). Tako�e, f(b) = b+ 1 6= b, pa b /∈ dclC(a).

(3) Uoqimo formulu

φ(x, y) = Z(y) ∧ y ≤ x ∧ ∀z(Z(z) ∧ y ≤ z ≤ x⇒ z = y)

Primetimo da φ(a, y) definixe [a]. Prema tome φ(M,M) = {(a, [a]) | a ∈ M} = Γ([−]), tj. [−] je
definabilna funkcija.

(4) Pretpostavimo suprotno da je Q+ definabilan sa parametrima a1, a2, . . . , an. Primetimo da S =⋃n
i=1{ai + m | m ∈ Z} ima presek sa Q+; neka je b u preseku i izaberimo N > b, N ∈ Z. Posmatramo

preslikava�e f dato sa:

f(x) =

{
x x ∈ S

x−N inaqe
.

Jasno je da je f bijekcija koja quva skup celih brojeva, quva funkciju s i f(ai) = ai, za 1 ≤ i ≤ n, pa
f ∈ Aut{a1...an}(C). Ali f(b) = b−N < 0, pa f ne quva Q+. Kontradikcija. a

3. Dokazati da teorija modela C iz prethodnog zadatka ima eliminaciju kvantifikatora.

Rexe�e.

a

4. Neka je K potklasa klase svih konaqnih modela nekog jezika. Ako je K aksiomatska klasa, dokazati da

mora postojati gor�e ograniqe�e kardinalnosti �enih modela.

Rexe�e. Neka jeK aksiomatizovana teorijom T (jezika L) i pretpostavimo suprotno da ima neograniqeno
velike konaqne modele. Posmatrajmo proxire�e jezika novim konstantama: L′ = L ∪ {cn | n ≥ 0}, i
teoriju T ′ = T ∪ {ci 6= cj | i 6= j}.
Ako je T0 konaqna podteorija od T

′, dokaza�emo da ona ima model. Dovo	no je da doka�emo da T1 = T0∪T
ima model. Primetimo da T1 \spomi�e" samo konaqno mnogo konstanti ci; neka su to ci, za i < N .

Izaberimo model M = (M, sM)s∈L teorije T takav da |M | > N i neka su m0,m1, . . . ,mN razliqiti

elementi iz M . Posmatramo ekspanziju M′ modela M na jezik L′ definisanu sa: cM
′

i = mi, za i < N i

cM
′

i = mN . Tada je jasno M′ model teorije T1.

Dakle, proizvo	na konaqna podteorija ima model, pa po kompaktnosti i T ′ ima modelM′, koji razliqito
interpretira beskonaqno mnogo konstanti, pa je beskonaqan. �egov reduktM na jezik L je model teorije
T , pa M ∈ K, xto je kontradikcija jer K sadr�i samo konaqne modele. a


