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1. Neka je T teorija grupa eksponenta 2 na jeziku L = {·,−1 , e}, tj. T = TGrp ∪ {∀x(x · x = e)}. Prirodnom
dedukcijom dokazati: T ` ∀x∀y(x · y = y · x).

Rexe�e.

1. T ` ∀xyz((xy)z = x(yz)) aksioma

2. T ` ∀x(xx−1 = e) aksioma

3. T ` ∀x(x−1x = e) aksioma

4. T ` ∀x(xe = x) aksioma

5. T ` ∀x(ex = x) aksioma

6. T ` ∀x(xx = e) aksioma

7. T ` (xy)(xy) = e ∀E iz 6.

8. T ` (xy)(xy) = ((xy)x)y ∀E iz 1. (tri puta)

9. T ` ((xy)x)y = e =E iz 8. na 7.

10. T ` (((xy)x)y)y = (((xy)x)y)y =U

11. T ` (((xy)x)y)y = ey =E iz 9. na 10.

12. T ` ey = y ∀E iz 5.

13. T ` (((xy)x)y)y = y =E iz 12. na 11.

14. T ` (((xy)x)y)y = ((xy)x)(yy) ∀E iz 1. (tri puta)

15. T ` ((xy)x)(yy) = y =E iz 14. na 13.

16. T ` yy = e ∀E iz 6.

17. T ` ((xy)x)e = y =E iz 16. na 15.

18. T ` ((xy)x)e = (xy)x ∀E iz 4.

19. T ` (xy)x = y =E iz 18. na 17.

20. T ` ((xy)x)x = ((xy)x)x =U

21. T ` ((xy)x)x = yx =E iz 19. na 20.

22. T ` ((xy)x)x = (xy)(xx) ∀E iz 1.

23. T ` (xy)(xx) = yx =E iz 22. na 21.

24. T ` xx = e ∀E iz 6.

25. T ` (xy)e = yx =E iz 24. na 23.

26. (xy)e = xy ∀E iz. 4.

27. T ` xy = yx =E iz 26. na 25.

28. T ` ∀xy(xy = yx) ∀U na 27. (dva puta)

a

2. Dati primer teorije T na nekom jeziku za koju je fs(T ) = {4n | n ≥ 1}.

Rexe�e. Jedno rexe�e je da na jeziku L = {·,−1 , e} posmatramo teoriju T koju qine aksiome grupe

i aksioma koja ka�e da grupa ima element reda 4: ∃x(x 6= e ∧ xx 6= e ∧ xxxx = e). Ako je M |= T
konaqan model, tada je M konaqna grupa koja ima element reda 4. Po Lagran�ovoj teoremi red elementa

deli red grupe, pa 4 | |M|. Sa druge strane, Z/4Z × Z/nZ je model teorije T , pa zak	uqujemo da je

fs(T ) = {4n | n ≥ 1}.
Drugo rexe�e je da na jeziku L = {E} posmatramo teoriju T koju qine aksiome relacije ekvivalencije

i aksioma koja ka�e da je svaka E-klasa qetvoroqlana:

∀x∃y1y2y3y4(
∧

1≤i≤4
E(x, yi) ∧

∧
1≤i<j≤4

yi 6= yj ∧ ∀z(E(x, z)⇒
∨

1≤i≤4
z = yi)).

Ako je M |= T konaqan model, tada je E ekvivalencija koja ima n klasa i svaka od �ih je qetvoroqlana,

pa |M| = 4n. Lako je definsati na skupu sa 4n elemenata model teorije T . Dakle, fs(T ) = {4n | n ≥ 1}.a

3. Ka�emo da je grupa torziona ako su svi �eni elementi konaqnog reda. Dokazati da klasa K torzionih

grupa nije aksiomatizabilna.

Rexe�e. Neka je L jezik grupa, TGrp teorija grupa na L. Pretpostavimo suprotno da T aksiomatizuje

klasu torzionih grupa. Posmatrajmo proxireni jezik L′ = L ∪ {c} i proxirenu teoriju T ′ = T ∪
{cc . . . c︸ ︷︷ ︸

n

6= e | n ≥ 1}. Teorija T ′ ne mo�e imati model, jer bi on morao da bude torziona grupa, dok je

interpretacija simbola c element beskonaqnog reda. Po teoremi kompaktnosti neki konaqan podskup



T ′0 ⊆ T ′ nema model, pa ni T0 = T ∪ T ′0 nema model. Teorija T0 sadr�i aksiome klase torzionih grupa,

kao i konaqno mnogo reqenica oblika cc . . . c 6= e. Neka je N > max{n | cc . . . c︸ ︷︷ ︸
n

6= e ∈ T0}. Posmatrajmo

model jezika L′: M = (ZN ,+N , 0, c
M = 1). M je torziona grupa i interpretacija od c je element reda N ,

pa je M |= T0. Kontradikcija. a

4. Neka je A =
⋃
n∈N

[2n, 2n+ 1] i A = (A,<) model, gde je < uobiqajeno ure�e�e realnih brojeva. Dokazati:

(1) skupovi [0, 1] i [2, 3] su ∅-definabilni; (2) dcl(∅) ⊇ N. Odrediti dcl(∅).

Rexe�e. (1) Uoqimo formulu π(x) koja ka�e \x ima neposrednog prethodnika":

π(x) = ∃y [y < x ∧ ∀z (z < x⇒ z ≤ y)]1.

Jasno je π(A) = {2n | n ≥ 1}. Za element x ∈ [0, 1] ne postoji y ≤ x koji ima neposrednog prethodnika,

dok element x /∈ [0, 1] postoji y ≤ x koji ima neposrednog prethodnika (npr. y = 2). Prema tome [0, 1] je
definisan formulom:

∀y (y ≤ x⇒ ¬π(y)).

Sliqno, za element x ∈ [2, 3] postoji jedinstven element y ≤ x (to je y = 2) koji ima prethodnika, dok za

element x /∈ [2, 3] ili ne postoji element y ≤ x koji ima prethodnika (ako x ∈ [0, 1]) ili postoje bar dva

elementa y ≤ x koja imaju prethodnika (to su y = 2 i y = 4). Prema tome [2, 3] je definisan formulom:

∃y [y ≤ x ∧ π(y) ∧ ∀z (z ≤ x ∧ π(z)⇒ z = y)].

(2) Doka�imo prvo 2n ∈ dcl(∅), za n ≥ 0. 0 ∈ dcl(∅) jer je 0 najma�i element u A, tj. zadovo	ava

formulu ∀y (x ≤ y). Ako 2n ∈ dcl(∅), tada je 2n + 2 najma�i element ve�i od 2n koji ima prethodnika,

tj. definisan je formulom sa parametrom 2n:

2n < x ∧ π(x) ∧ ∀y [2n < y < x⇒ ¬π(y)].

Dakle, 2n+ 2 ∈ dcl(2n), pa po indukcijskoj hipotezi 2n+ 2 ∈ dcl(dcl(∅)) = dcl(∅).
Da	e uoqimo formulu σ(x) koja ka�e \x ima neposrednog sledbenika":

σ(x) = ∃y [x < y ∧ ∀z (x < z ⇒ y ≤ z)].

Jasno je σ(A) = {2n + 1 | n ≥ 0}. Sada mo�emo da doka�emo da 2n + 1 ∈ dcl(∅), za n ≥ 0. Najpre 1 je

najma�i element koji ima sledbenika, tj. zadovo	ava formulu σ(x) ∧ ∀y (σ(y) ⇒ x ≤ y), pa 1 ∈ dcl(∅).
Kao i malopre, ako 2n+ 1 ∈ dcl(∅), tada je 2n+ 3 najma�i element ve�i od 2n+ 1 koji ima sledbenka, tj.

definisan je formulom sa parametrom 2n+ 1:

2n+ 1 < x ∧ σ(x) ∧ ∀y [2n+ 1 < y < x⇒ ¬σ(y)].

Dakle, 2n+ 3 ∈ dcl(2n+ 1), pa po indukcijskoj hipotezi 2n+ 3 ∈ dcl(dcl(∅)) = dcl(∅).
Prema tome, dcl(∅) ⊇ N. Dokaza�emo da je dcl(∅) = N. Neka je a ∈ A r N i neka je 2n < a < 2n + 1.
Primetimo da mo�emo izabrati rastu�u bijekciju g : [2n, 2n + 1] −→ [2n, 2n + 1] takvu da g(2n) = 2n,
g(2n + 1) = 2n + 1 i g(a)¬a. Tada je f : A −→ A definisana sa f(x) = g(x), za x ∈ [2n, 2n + 1], i
f(x) = x, za x 6= [2n, 2n+ 1], je rastu�a bijekcija, tj. automorfizam strukture A. Kako f(a) = g(a) 6= a,
to a /∈ dcl(∅). a

5. Neka je E relacija ekvivalencije na skupu A sa dve beskonaqne klase. Dokazati da teorija T modela

A = (A,E) ima eliminaciju kvantifikatora.

Rexe�e. Dovo	no je eliminisati egzistencijalni kvantifikator u formuli ∃xφ(x, ȳ), ȳ = y1y2 . . . yn,
gde je φ(x, ȳ) ko�unkcija atomiqnih formula i �ihovih negacija. (Prethodno dobijamo standardnim

argumentom.) Atomiqne formule u kojima uqestvuje x su: x = x, x = yi, E(x, x) i E(x, yi) (yi = x mo�emo
da zamenimo sa x = yi i E(yi, x) mo�emo da zamenimo sa E(x, yi), jer T \govori" o simetriqnosti relacije

E). Negacije atomiqnih formula u kojima uqestvuje x su dakle: x 6= x, x 6= yi, ¬E(x, x) i ¬E(x, yi).

1z ≤ y je uobiqajena zamena za z < y ∨ z = y.



Ako se formula x 6= x ili ¬E(x, x) jav	a kao ko�unkt u φ(x, ȳ), oqigledno je ∃xφ(x, ȳ) ekvivalentna

⊥. Ako je formula φ(x, ȳ) jednaka x = x ili E(x, x), oqigledno je ∃xφ(x, ȳ) ekvivalentna >. Ako se

formula x = x ili E(x, x) jav	a kao ko�unkt, ali nije jedini ko�unkt, u φ(x, ȳ), onda oqigledno taj

ko�unkt mo�emo da \izbrixemo".

Dakle, mo�emo da pretpostavimo da je φ(x, ȳ) jednaka:∧
i∈I

x = yi ∧
∧
i∈J

x 6= yi ∧
∧
i∈K

E(x, yi) ∧
∧
i∈L
¬E(x, yi) ∧ ψ(ȳ),

gde I, J,K,L ⊆ {1, 2, . . . , n}. Ako je I 6= ∅ i i ∈ I, tada je ∃xφ(x, ȳ) oqigledno ekvivalentna φ(yi, ȳ) (svako
x zamenimo sa yi). Pretpostavimo da je I = ∅, tj. φ(x, ȳ) je jednaka:∧

i∈J
x 6= yi ∧

∧
i∈K

E(x, yi) ∧
∧
i∈L
¬E(x, yi) ∧ ψ(ȳ).

Uoqimo formulu φ′(x, ȳ): ∧
i∈K

E(x, yi) ∧
∧
i∈L
¬E(x, yi) ∧ ψ(ȳ).

Primetimo da je ∃xφ(x, ȳ) ekvivalentna ∃xφ′(x, ȳ). Jasno je da ∃xφ(x, ȳ) povlaqi ∃xφ′(x, ȳ). Ali tako�e
ako je ∃xφ′(x, ȳ) taqna, tada je i ∃xφ(x, ȳ) taqna jer su klase ekvivalencije beskonaqne, pa mo�emo

svedoqiti egzistencijalni kvantifikator elementom koji nije jednak yi za i ∈ J .
Dakle, sveli smo na problem da eliminixemo kvantifikator u ∃xφ′(x, ȳ). Ako su K,L 6= ∅, k ∈ K i

l ∈ L, tada je ∃xφ′(x, ȳ) ekvivalentna sa formulom θ(ȳ):∧
i,j∈K

E(yi, yj) ∧
∧

i,j∈L
E(yi, yj) ∧ ¬E(yk, yl) ∧ ψ(ȳ).

Zaista, ako je φ(x, ȳ) taqna, tada je x u relaciji sa svim yi, i ∈ K, pa su i yi, i ∈ K, me�usobno u

relaciji; tako�e x nije u relaciji sa svim yi, i ∈ L, pa kako postoje dve klasi to su i yi, i ∈ L, me�usobno
u relaciji; konaqno, yk i yl nisu u relaciji jer x jeste u relaciji sa yk, a nije u relaciji sa yl. Obratno,
ako je θ(ȳ) taqna, tada su yi, i ∈ K, u istoj klasi, yi, i ∈ L, su u istoj klasi, i te klase su razliqite jer

¬E(yk, yl). Tada bilo koji x iz klase yk zadovo	ava formulu φ′(x, ȳ), pa je ∃xφ′(x, ȳ) taqna.

Ostaje da eliminixemo kvantifikator ako je K = ∅ ili L = ∅. Ako je φ′(x, ȳ) jednaka:∧
i∈K

E(x, yi) ∧ ψ(ȳ) ili
∧
i∈L
¬E(x, yi) ∧ ψ(ȳ),

uz sliqno objaxe�e kao i u prehodnom pasusu ∃xφ′(x, ȳ) je ekvivalentna sa:∧
i,j∈K

E(yi, yj) ∧ ψ(ȳ), odnosno
∧

i,j∈L
E(yi, yj) ∧ ψ(ȳ).

Konaqno, ako K = L = ∅, tada je ∃xφ′(x, ȳ) trivijalno ekvivalentna sa ψ(ȳ). a

6. Jezik teorije grupa L = {·,−1 , e} interpretirati na skupu prirodnih brojeva N tako da dobijeni model

bude izomorfan sa aditivnom grupom celih brojeva (Z,+,−, 0).

Rexe�e. Poznato je da postoji bijekcija f : N −→ Z (koju je jox trivijalno i konstruisati, ali to

nije suxtina zadatka). Definiximo na N strukturu A = (N, ·A,−1A , eA) sa: n ·A m = f−1(f(n) + f(m)),

n−1
A

= f−1(−f(n)) i eA = f−1(0).

Sada je lako videti da je f : A −→ (Z,+,−, 0) izomorfizam struktura. a

7. Neka je λ najopxtiji unifikator za skup S = {ti ∼ si | 1 ≤ i ≤ n} i pretpostavimo da je λλ = λ.
Dokazati da je zamena σ unifikator za S ako i samo ako je σ = λσ.

Rexe�e. ⇒: Ako je σ unifikator za S, tada je σ = λσ′ (jer je λ najopxtiji unifikator). Sada je

σ = λσ′ = (λλ)σ′ = λ(λσ′) = λσ.

⇐: Neka je σ = λσ. Tada je tiσ = ti(λσ) = (tiλ)σ = (siλ)σ = si(λσ) = siσ, pa je σ unifikator za S. a

8. Metodom rezolucije ispitati va	anost formule (∀xP (x)⇒ ∃yQ(y))⇒ ∃z(P (z)⇒ Q(z)).



Rexe�e. Najpre �emo na�i preneks normalnu formu negacije date formule:

¬[(∀xP (x)⇒ ∃yQ(y))⇒ ∃z(P (z)⇒ Q(z))] ≡ (∀xP (x)⇒ ∃yQ(y)) ∧ ¬∃z(P (z)⇒ Q(z))

≡ (¬∀xP (x) ∨ ∃yQ(y)) ∧ ∀z¬(¬P (z) ∨Q(z))

≡ (∃x¬P (x) ∨ ∃yQ(y)) ∧ ∀z(P (z) ∧ ¬Q(z))

≡ ∃x∃y∀z[(¬P (x) ∨Q(y)) ∧ P (z) ∧ ¬Q(z)].

Skolemova forma posled�e formule je ∀z[(¬P (a) ∨Q(b)) ∧ P (z) ∧ ¬Q(z)]. Koristimo metod rezolucije:

1. {¬P (a), Q(b)}
2. {P (z2)}
3. {¬Q(z3)}
4. {Q(b)} iz 1. i 2. uz zamenu [z2/a]
5. ∅ iz 3. i 4. uz zamenu [z3/b]

Prema tome, polazna formula je va	ana. a

Studenti koji poprav	aju prvi deo rade zadatke: 1, 2, 3. i 7. Studenti koji poprav	aju drugi deo

rade zadatke: 4, 5, 6. i 8. Studenti koji pola�u ceo ispit rade zadatke 1, 2, 3, 4, 5. i 6.


