MaremaTuuka Jioruka y padyHapcTBy, Jaryap 2015. 24. janyap 2015.

1. Heka je T Teopuja rpyna ekcnonenta 2 na jesuxky £ = {-,7! e}, 1j. T = Tgyp U {Va(z - 2 = e)}. lpupoamom
npenykumjoM jokazatu: T HVaVy(z -y =y - x).

Pewerve.
1. THEVzyz((zy)z = z(yz)) AKCAOMA
2. TrVz(zaz—'=e) AKCHOMA
3. TrVz(zlz=¢) AKCAOMA
4. THEVz(re=x) AKCHOMA,
5. Tk Vz(ex =x) AKCAOMA
6. ThkVr(xx=ce) AKCHOMA
7. TtE (zy)(zy) =e Vg u3 6.
8. Tk (zy)(zy) = ((zy)x)y Vg u3 1. (Tpu myTa)
9. TF ((zy)x)y=e =g u3 8. Ha T.
10. T+ (((zy)2)y)y = ((zy)z)y)y =v
1. TFH(((zy)z)y)y = ey =g u3 9. ma 10.
12. Trey=y Vg u3 5.
13. TH(((zy)z)y)y =y —p u3 12, na 11,
4. TH((zy)z)y)y = ((zy)z)(yy) Ve ns 1. (rpu nyra)
15. Tk ((zy)z)(yy) =y —p u3 14. na 13.
16. Thryy=e VE u3 6.
17. T+ ((wy)z)e =y —p u3 16. na 15.
18. Tk ((zy)x)e = (xy)x Vg u3 4.
19. Tk (zy)z=y =g u3 18. nma 17.
20. Tk ((zy)z)z = ((zy)z)z =y
2. T+ ((zy)x)xr =yx =g u3 19. na 20.
22. Tt ((zy)x)x = (zvy)(zx) Vg u3 1.
23. TF (zy)(zzx) =yx =p u3 22. na 21.
24, Thrxx=ce Vg us 6.
25. TF (zy)e=yzx =g u3 24. na 23.
26. (zy)e ==y Vg u3. 4.
27. Trzxzy=yx =g u3 26. "Ha 25.
28. Tk Vzy(zry = yx) Vi Ha 27. (nBa myTa)

2. Jlaru mpumep Teopuje T’ Ha HEKOM je3uky 3a kojy je fs(T) = {4n | n > 1}.

Pewerve. Jemmo pememe je ga Ha jesuky £ = {-, 7! e} mocmarpamo Teopujy T Kojy umHe akcmome TpyTie
7 aKCHOMa KOja KaxKe Ja rpyma uMma esemeHT pema 4: Jx(x # e ANzx # e ANxzzzr = e). Ao je M = T
KoHaYaH Moses, Tana je M kormauna rpyma koja uma esrement pena 4. [To JlarpankoBoj Teopemu pes eieMeHTa
nmenm pex rpyne, ma 4 | [M|. Ca apyre crpane, Z/AZ x Z/nZ je monen teopuje T, ma 3aK/bYIyjeMO Ja je
fs(T) ={4n | n > 1}.

Jpyro pememe je ja Ha jesuky £ = {E} nocmarpamo teopujy T Kojy uuHe aKCHOME peJialyje eKBUBAJEHIje
W aKCHOMa KOja KaxKe Ja je cBaka F-Kinaca deTBOpoOUIaHa:

VaTyiyaysya( N\ Elxy) A N\ v #yi AV2(E(r,2) =\ z=u)).
1<i<4 1<i<j<4 1<i<4

Axo je M |= T xonauan mozen, Tajia je F ekpuBasieHIIMja KOja MMa 1 KJIaca W CBaKA O] BbUX j€ YeTBOPOWIAHA,
na |M| = 4n. Jlako je meduncaru Ha ckymy ca 4n enemenara mozen teopuje 1. Jlakae, fs(T) = {4n | n > 1}.4

3. Kaxemo 7a je rpymna mop3uora aKO Cy CBH HEHHU eJeMeHTH KOHAYHOT pena. Jlokazaru ja kiaca K Top3noHuX
rpyma Huje akCnoMaTu3abuiIHa.

Pewerve. Heka je L jeauk rpyna, T,p Teopuja rpyna va L. IlpernocraBumo cynporso ma 1" akcnmomarusyje
KJIACy TOp3MoHMX rpyma. llocmarpajmo npormupenn jesuk L' = L U {c} n mpommpeny teopujy 77 = T U
{cc...c #£e|n >1}. Teopuja T me Moxke uMaTu Mojen, jep 6u OH MOpao ja Gyje TOP3UOHA TPYMa, JOK je

n
uHTEpHpeTanuja cuMmbosia ¢ exeMenT GecKoHAYHOT pejia. [lo TeopeMu KOMIAKTHOCTU HEKU KOHAYAH HOJCKYI



T, C T mema mogeun, ma uu Ty = T'U T, Hema moznen. Teopuja T cafpxku akcHOMe KJace TOP3HOHHX T'pyIa,

Ka0 M KOHAYHO MHOIO pedenuna obsmka cc...c # e. Heka je N > max{n | cc...c # e € Tp}. Iocmarpajmo
n

moger jesuka L£': M = (Zy, +n,0,M = 1). M je Topauona Tpyma n HETEpIpeTaIuja of ¢ je exeMenT pena N,

na je M = Ty. Konrpagukupmja. -

. Heka je A = U 2n,2n + 1] u A = (A, <) mozen, rue je < yobuuajeno ypelieme peannux 6pojesa. okaszaTu:
neN

(1) cxynosu [0,1] u [2,3] cy 0-nedunabuny; (2) del(@) © N. Ozpenuru del(0).

Pewerve. (1) Younmo dopmyny m(z) Koja Kaxke “T MMa HEIOCPEJIHOT MPETXOIHUKA :
m(r)=Fyly<zAVz(z<z=2<y)"

Jacuo je m(A) = {2n | n > 1}. 3a emement x € [0, 1] He mocTOju ¥y < T KOjU MMa HEMOCPEIHOT IIPETXOIHUKA,
Jok esiement x ¢ [0, 1] mocroju y < x Koju mma HenocpeHor nperxogauka (Hup. y = 2). IIpema Tome [0, 1] je
gecdurncan popMyIoM:

Vy(y <z = -m(y)).

Cauano, 3a esleMeHT x € [2, 3] mocToju jeuHCTBEH eeMeHT ¥ < = (To je y = 2) KOju WMa MPETXOIHAKA, JIOK 34
esleMeHT x ¢ [2, 3] mim He nocroju enement y < x Koju uMa nperxoiauka (ako x € [0,1]) wnn nocroje 6ap jBa
eslemenTa y < r Koja umajy nperxomauka (to ¢y y = 2 u y = 4). Ilpema Tome [2, 3] je nedunucan dopmysiom:

Jyly<zAn(y) AVz(z<zAn(z)=z=y)].

(2) Hokaxumo npso 2n € dcl(@), sa n > 0. 0 € dcl(() jep je 0 majmamu emement y A, Tj. 3a/10BOBABA
dbopmyny Vy (x < y). Axo 2n € del(()), Taga je 2n + 2 majmamu exement Behu o 2n KOjU UMa, TIPETXOIHUKA,
Tj. medmraucaH je HOPMYJIOM Ca MaPAMETPOM 27

2n <z A7(x) AVy[2n <y <z = -m(y)].

Hakie, 2n + 2 € dcl(2n), na o uapykumjekoj xumoresu 2n + 2 € del(del(0)) = del ().

Hame younmo dbopmyiy o(x) Koja Kaxke “r UMa HEMOCPETHOT CJIeJI0CHUKA,” :
olx)=Fylzr<yAVz(z<z=y<2).

Jacuo je 0(A) = {2n + 1 | n > 0}. Caua moxemo ga mokaxemo ga 2n + 1 € del(@), 3a n > 0. Hajupe 1 je
HajMarbM eJIeMEHT Koju uMa cieabennka, Tj. 3aj0Bosbasa dopmyriy o(z) AVy (o(y) = = < y), ma 1 € dcl(0).
Kao u masonpe, ako 2n + 1 € dcl((), taga je 2n + 3 majmamu exement sehu o 2n + 1 koju uma ciegbeHka, Tj.
nedunrucan je popmysom ca mapamerpom 2n + 1:

n+l<zAho() AVyn+1<y<z= -0yl

Hakie, 2n + 3 € dcl(2n + 1), na no uaayknumjckoj xunoresu 2n + 3 € del(del(0)) = del(0).

[Ipema Tome, del()) O N. dorazahemo na je dcl()) = N. Heka je a € A~ N u meka je 2n < a < 2n + 1.
[Tpumernmo ja Moxemo usabparu pacryhy Gujekuujy g : [2n,2n + 1] — [2n,2n + 1] TakBy na g(2n) = 2n,
g2n+1) = 2n+1 u g(a)-a. Tanga je f : A — A medbunucana ca f(x) = g(z), 3a € [2n,2n + 1], n
f(z) = x, 3a © # [2n,2n + 1], je pacryha Gujekuuja, 1j. ayromopdusam crpykrype A. Kako f(a) = g(a) # a,
to a ¢ dcl((). =

. Heka je E penanuja ekpuBajiennuje na ckymy A ca jgpe 6eckonaune kjace. Jlokazaru ma teopuja T mojmena
A = (A, F) uma enuMuHAIM]Y KBAHTHMDUKATOPA.

Pewerve. JI0BOBHO je €JIMMUHACATH €I3UCTEHITH]ATHA KBaHTHGUKATODP Y bopmyn I ¢(x,Y), ¥ = Y1Y2 - - - Yn,
rae je ¢(x,y) KomyHKIMja aroMuaanx (HOpMysaa u muxoBux Herammja. ([Iperxogno mobmjamMo CTaHIAPIHUM
aprymenToM.) Aromuune hbopMysie y KOjEMa yaecTByje « cy: ¢ = x, x = y;, F(z,x) u E(z,y;) (y; = © MmoxkeM0
213 3amMeHuMo ca & = y; u E(y;, x) moxemo ga 3amenumo ca E(x,y;), jep T “rosopu” 0 cumMeTpudHOCTH pesianuje
E). Heraupmje aromuunux (opmysa y Kojuma ydecTByje & Cy jlakie: & # x, ¢ # y;, " FE(z,x) u 2 E(z,v;).

12 <y je yobuuajena 3amena 33 z < y V 2 = .



Axo ce dopmyna x # x wim —E(x, ) jaBba Kao KOBYHKT ¥ ¢(z, ), ounrsenno je 3x ¢(x,y) eKBUBAJICHTHA
1. Axo je dopmyna ¢(z,y) jenpaka x = x wam E(x, ), ounrnenuo je 3x ¢(x,y) exsusasenTna 1. Ako ce
dbopmyna © = x win E(x,r) jaB/ba Ka0 KOBYHKT, aJid HUjE jeJUHU KOBYHKT, y ¢(T,¥), OHIA OYUTIIEIHO Taj
KOYHKT MOKeMO /Jia “usbpuriemo”.

Jlaksie, MOXKEMO J13, IPETTIOCTABUMO 113 je ¢(x,y) jeanaka:
Nz=vin No#vn N\ E@y)n )\ ~E,v) Ab@),
iel ieJ i€eK i€l

e [, J, K, L C{1,2,...,n}. Akoje I #0ui € I, tana je Ix ¢(z,y) ounrsesno ekpupaenTaa G(y;, y) (cBaxo
x 3ameHmMO ca ;). Ipermocrasumo ga je I = (), j. ¢(z,7) je jennaka:

Nz#vin \ E@y)n )\ ~E,v) A(@).
icJ €K iel
Youumo dopmyiy ¢ (x,7):
N E@ i) A N\ —E(z,5) A (7).
ieK ieL
[Ipumerumo na je 3x ¢(z, §) ekpusasentna 3z ¢/ (z, 7). Jacuo je ma Iz ¢(x, §) noaaau Iz ¢’ (x, ). Anm takobhe

ako je Jx ¢'(x,y) Tauma, tama je m Jr ¢(r,y) TauHa jep Cy Kaace eKBUBAJICHIHUje GECKOHAYHE, 1A MOYKEMO
CBEIOYMTH €r3WCTEHIN]ATHE KBAHTH(DUKATOD eIeMEeHTOM KOJU HUje JeTHaK 1; 3a 1 € J.

Hakie, csenu cMo Ha 1pobiaem ja exumunuinemo Ksaurudurarop y 3z ¢/ (z,y). Ako cy K,L # (), k € K u
l € L, tana je 3x ¢'(x, ) exsusasenrna ca dopmysom 0(f):

N Ewiy)) A N EWiui) A—E(ye, w) A (5).
ijeK ijeL

Baucra, ako je ¢(x,y) Tauna, taga je x y penammjm ca csuMm Y, ¢ € K, ma cy u y;, i € K, melycobro y
peJiaruju; Takohe x HUje y peJIaIUju ca CBUM ¥;, ¢ € L, 1a Kako [0cToje JBe KJIacu TO €y u y;, © € L, melycobuo
y peJialyju; KOHAYHO, Yk U Y HUCY Y PEJIAIUju Jep X jecTe y peialiuju ca Yk, a Huje y pejanuju ca y;. ObparHo,
ako je 0(y) tauna, Taga cy y;, i € K, y ucroj kmacu, y;, i € L, cy y UCTOj KJIACH, U T€ KJIace Cy PA3JIAIATE jep
—E(yk, y;). Taga 6umno koju x us kuace y; 3an0sosbasa dopmyny ¢ (x, ), ma je Iz ¢'(x,y) Tauna.

Ocraje ma esuvunmniemo kpautudukarop ako je K = ) wmm L = (. Ako je ¢'(z,7) jeanaka:

/\ E(%Z/z)/\w(g) nin /\_'E(x7yl)/\¢(g)7

ieK €L

y3 cam4HO objaleme Kao U y IpexoHoM nacycy 3z ¢/ (z,7) je eKBuBaJieHTHA, ca:

/\ E(ylvy]) /\w(g)a OJHOCHO /\ E(ylvy]) /\@Z’(g)
i,jeEK i,jEL
Konauno, ako K = L = (), tana je Jx¢/(x,y) Tpusujanno eksupanenTna ca ¢ (y). =

6. Jesux Teopumje rpyma £ = {-,”! e} unrepnpernparn ma ckymy mpupomEnx 6pojesa N Tako na no6HjeHH MO
6y/e n3oMopdaH ca ajuTUBHOM IrpyrnoM nesmx 6pojesa (Z,+,—,0).

Pewerve. Tlozuaro je pa nocroju oujeknmja f : N — Z (k0jy je joimn TPUBHjaJHO U KOHCTPYUCATH, AU TO
HUje cymTuHa 33aaaTKa). Jedunummmvo va N crpyrrypy A = (N, A 18 ceM)ca: nAm= U f(n) + f(m)),
n = () met = £7(0),

Cana je nmaxo sugern ma je f: A — (Z,+, —,0) uzomopduzaMm CTpyKTypa. -

7. Heka je A majommruju yuudukarop 3a ckyn S = {t; ~ s; | 1 < i < n} u upernocraBuMo aa je A\ = .
JlokazaTu j1a je 3aMeHa ¢ yHHGPUKATOP 33 S aKO M CAMO aKO je 0 = \o.

Pewere. =: Axo je o yuudukarop 3a S, taga je o = Ao’ (jep je A majommruju yuudukarop). Cana je
o=Xo' = (Ao’ = A \d’) = \o.

<: Heka je 0 = \o. Taga je tjo = t;(Ao) = (t;\)o = (s;\)o = s;(A\o) = s;0, na je o yandukarop 3a S. o

8. Merogom pesosynuje ucnurat BasbanocT popmyne (VeP(z) = JyQ(y)) = Fz(P(z) = Q(2)).



Pewerve. Hajupe hemo nahu npenekc nopmasnny ¢popMmy Heramuje mare popMmyJie:

S[(VeP(z) = FyQ(y)) = F2(P(2) = Q(2))] (VaP(x) = FyQ(y)) A —32(P(2) = Q(2))
(=VzP(z) v IyQ(y)) AVz(=P(2) V Q(2))
(Fz=P(z) v 3yQ(y)) AVz(P(2) A =Q(2))
JxyVz[(-P(z) v Q(y)) A P(2) A =Q(2)].

—/
—/

CkouiemoBa dopma nocseame dbopmyse je Vz[(-P(a) V Q(b)) A P(z) A =Q(z)]. Kopucrumo meros pesosyiuje:

L {=P(a),Q(b)}
2. {P(ZQ)}
3. {-Q(z3)}
4. {Q(b)} u3 1. u 2. y3 3ameny [z2/d]
5 0 u3 3. u 4. y3 3ameny [z3/0]
[Ipema Tome, oIa3Ha GOPMYIIA je BabaHA. —

CrymenTH KOju MOMpPaB/bajy IPBHU A€o0 paje 3agatke: 1, 2, 3. m 7. Crymentn Koju monpas/bajy APYru A0
paze 3ajarke: 4, 5, 6. u 8. CryjeHTH KOju NoJIAXKY [EO UCOUT paJjie 3ajaTke 1, 2, 3, 4, 5. u 6.



