MaremaTudka JioTUKa y padyHapcTBY, Janyap 3. gpebpyap 2016.

1.

Ha jesuky £ = {€}, rze je € 6bunapuu pesanujcku cumbos1, mocmarpajmo Teopujy 1’ kojy uune cienehe
JIBE AKCUOME TEOpHUje CKyTOoBa:
JxVy-(yex); m Vey(r=yeVz(zerszey)).

(IIpea akcmoma Kaxke Jia MOCTOjU CKyIl 0e3 eJeMeHaTa, a JIpyra Kaxke Ja Cy JBa CKyIa jeJHAKA aKKO
uMajy ucre ejemenTe.) Y HPHPOIHO] JEAyKIUjU JIOKA3ATH JIa TIOCTOJH jeJMHCTBEH CKyTl 63 esleMeHara,
Tj. JIOKA3aTH:

THIz(Vy-(yex)A\Vz(Vy—(y € 2) = 2z = x)).

. Ompenuru Ckosremose ¢opme cienehnx popmysia:

(a) FzVyp(x,y) Az Vyq(z,y);  (6) FzVyp(z,y) vV Iz Vyq(z,y);
(8) 3z Vyp(x,y) = Iz Vyq(z,y).

. Jdaru npumep Konadne teopmje T Takpe ma je fs(T) = {n? +1|n > 1}.

Pewere. 1 mpumep. ITocmarpajmvo jesuk £ = {a,b, E, F,G}, rne cy a,b koncrantau cumboaun, F, G
bunapHu pesjanujcku cuMmboau u F' repuapuu penarnujcku cumbosa. Heka je T Teopuja Ha jesuky L Koja
KazKe:

e q u b cy paziuanTy;

e F je penanuja eKBHBAJICHIIH]E;

® @ je camo ca cobom y penanmju F;

o F(u,—,—) je bujeknmja u3ameljy b-ose u u-oBe kiace (u # a), rae F(u,x,y) 3Haun jga Oujekinmja

F(u,—,—) cauka esleMeHT b-OBe Kjlace T y eJIeMEHT u-OBe KJace y; Hpely3Huje:
— Yuxy(F(u,z,y) = E(b,x) A\ E(u,y));
— Yux(u # a N E(b,x) = J1yF(u,z,y));
— Yuy(u # a N E(u,y) = JhaF(u,z,y));

e G(—,—) je 6ujeknmja m3melhy b-oBe Kjace W CKyna CBUX He-a-OBMX KJjaca, rae G(x,y) 3Haum ja
esieMenT b-oBe KJtace x Gupa NpejcTaBHUKA, i HEKe JIpyre KJace, ajld Tako Jia 6upa caMo jejaHor, aa
Pa3IMYATH eJIeMeHTH b-0Be Kiace Ompajy IpeICTABHUKE PATMIATHAX KJIAca, W MPEJACTABHUK U3 CBAKE
KJIace je m3abpaH; Ipernu3Huje:

= Vay(G(z,y) = E(b,x) Ay # a);

— Varzayiya(21 # 22 A Gla1,y1) A G2, y2) = —E(y1, y2));
— Va(E(b,z) = J1yG(z,y));

= V(Y #a= xy(EW,y) AG(z,y))).

Ako je M mosiest oBe Teopwuje, OHJIA MMAMO Y HEMY HWHTEPIPETHPAHO G UMja KJAaca, He CAJPKU JIPYyre
enxeMenTe. AKO je n KapIuHAJIHOCT b-0Be KJace, KaKo je oHa y OMjeKIUji ca CBUM He-a-OBHM KJiacaMa, TO
Cy CBe He-a-0OBe KJjiace n-rowiaHe. Takole Kako cBaku ejieMeHT b-0Be KJace Ha PasjimauTe HauWHe Oupa
MpeJICTABHUKE CBUX HE-Q-OBUX KJIACA, TO UMAMO 1 He-a-0BuMX Kiiaca. [Ipema Tome M mma n kiraca ca mo
n ejleMeHaTa U jOII WHTepIpeTALHn]y o a, Tj. n> + 1 ejeMeHara.

Ca zmpyre cTpaxe, JIako je qa nabemo mozes 3a T kapaunasinoct n’ + 1. Huop. mMoxkeMo y3eTn Ha cKyIy
A={(0,0)}U{(i,j) |1 <1i,j,<n} penauuje:

e a=1(0,0),b=(1,1);

e E((i,7), (k1)) akko i = k;

o F((i,5), (k1) (s,t) akko k=1, i =sul =t
o G((i,]), (,

IT mpumep. Heka je Ty reopuja ,jesmmmuane apurmernke” Ha jesuky Lo = {1,¢,<,S,Z, P} xojy
CMO KOHCTpyHcaJin Ha BexbOama. Heka je L = Ly U {b}, rue je b xoucrantau cumbos u T teopuja Tj
npommpena ca S(b,¢) u Iz P(z,z,b). Axo je M momen Treopuje T kapaunanuoctu N, tajga ¢ ,,kouupa’
N, a b Koju je Bmeros IpeTXoIHuK ,,koxupa” N — 1, u mo apyroj akcuomu b je kBazapar, tj. N — 1 = n?,
na je xkapmuaagaoct N = n? 4+ 1. Ca gpyre cTpame MOXeMO y KaHOHCKOM mogery M2, ca BexOu ma
pHTepIpeTrpaMo b kao n?, ga 6ucMo gobmin Momest teopuje 1. O

l)) akkoi=1,j=kul=1.



Komenrap. IIperxoano pereme He 6u Tpebaao ma je jacHo uuraory. [la 6um mocTalio jacHo, HAIPTajTe
CJIUKY.

Heka je A= {(m,n) | m,n € N, m <n}, E perannja ekpupajienmje Ha A gara ca:
(my1,n1) E (mg,n2) akkO  nj = ng,
uP,={(m,n)|meN, m<n}, zacsenecN. Hekacy A= (A, E) uB = (A, F, P,)neN.

. (a) Ompemuru dcl® (1), dcl®(a) n dcl®(a, b), tae cy a,b € A npoussomHL.
(6) Jlokazaru na cy cee E-knace (-medunabumne y mogeny A.

(B) Heka je S = {(0,n) | n € N}. Jla ou je ckyn S nedunabunan (ca mapamerpuma) y mMomesny A?

Pewere. Tlpumernmo s1a cy E-kiace 3anpaBo ckynosu P, upu yemy je P, jeamncrsena kjaca ca n + 1
€JIEMEHTOM.

(6) Dopmyna:

dxg ...z /\ E(xzj,zj) A /\ T # x5 A \/ r=x;\Vy | E(z,y) = \/ Y=

0<i<j<n 0<i<j<n 0<i<n 0<i<n
Kaxe 71a je Ty n + l-tounanoj knacw, ma ona gedbunume P, 1j. P, je 0-nedunabunna.

OnumumMo cajia Kako uarienajy ayromopduzmu mogena A. Cpaku ayromopduszaMm Mopa ja duKcupa
ckynose P, (jep cy 0-nedunabusnn), npema tome pecrpuknmja f, ayromopdmusma f wa ckym P, je
werosa nepmyTanuja. O6paTHo, jacHo je jia je ayrtomopduszam ofapeheH HU30M IMepMyTaliuja CKynoBa Py.

(a) dcl(@) = {(0,0)}. JacHo je ma umjeman npyru esement ne npunaza del(()) jep je mwerosa kiaca 6ap
JBOYIAHA, T4 TOCTOJU ayTOMOP(MU3aM KOJU Taj eJeMeHT ,,iomepn”’ . Popmysia Koja aepununine Py u3 mema

(6), nedwamme camo (0,0), na (0,0) € dcl(0).

dcl(a) 3aBucu oy esementa a. Ako je a = (0,0), taga je dcl(a) = {(0,0)}. Akojea = (0,1) mma = (1,1),
taga je dcl(a) = {(0,0),(0,1),(1,1)} jep Mmoxemo dbopmyaoM ja aedbUHAIIEMO €JIEMEHT KOjU IPHUIAJA
JIBOWIAHO] KJIACH, & PA3Ju4anT je o a. ¥ ocrasum ciayuajesuma, dcl(a) = {(0,0),a}. erame ocraBbamo
YUTAOILY.

dcl(a,b) 3aBucu on ememenara a u b. Moxkemo npernocrasutu aa je a # b (y cynpornom, npobiem ce
ceomu Ha dcl(a)). Hajemo perremse, a J1eTabe OCTAB/bAMO THTAOILY:

PyuP,U{a,b} akoa€ P, nim b€ Py
dcl(a,b) = Pou Py ako a,b € Ps;
PyU{a,b} uHaYe.

(8) TIpernocrasumo ma je S medurabunan ca napamerpuma a = aj ... a, (dbopmyna koja medurume S
,,KOPHCTH” caMO KOHAYHO MHOrO mapamerapa). CBu mapaMeTpu ce HaJla3e y HEKHX ,,lIPBUX” M KJAca.
[Ipumerrmo ja mmamo ayromopduzam Koju pukcupa ,,ipBux’ M KJIACA TAYKA-TIO-TAIKA, & OCTAJE KJIace
OpOM3BOJFHO TepMyTyje (cBaky moceGHO mpom3BObHO mepMmytTyje). Taj ayromopdusam dukcupa cse
napamerpe, aju #e ¢pukcupa ckym S. Konrpaaukiuja. O

. Jokazaru ga nocroju mozgen reopuje Th(A) koju nma Geckonauny F-knacy.
Pewewe. Tlocmarpajmo jesuk £ = {E} U{¢; | i € N} u L-reopujy:
T:Th(A)U{Ci #Cj |Z,] €N, #j}U{E(Ci,Cj) | 1,J € N}

Axko je M | T, raza je peaykr mogena M na jesuk { E'} mogen 3a Th(A) y kome nnTeprnperanuje cumbosa
¢; IPUIAJIAJy HeKoj OeCKOHATHO] KJIACH; JaKJIe [TOCTOju OEeCKOHAYHA KJIaca.

IIpema Tome octaje ma mokaxkemo aa T wma mozesn. I1o TeopeMn KOMAKTHOCTH JOBOJHHO j€ 18, JIOKAYKEMO
Jla cBaka KoHauHa moxreopuja of T mma monen. Heka je T C T komauna u mexa je Ty = Th(A) U T};
JOBOJBHO je 1a JioKaxkemo na 1o mmva momen. Tj ,,moMumbe” caMO KOHAYHO MHOTO C-OBa, HIIP. N BHUX.
Tana MoxeMo medpUHUCATH €KCHOAH3U]y Momena A Ha jesuk L TAKO IIITO T€ C-OB€ WHTEPIPETHPAMO Kao
pA3IMIUTE eJIEMEHTE N-TOYJIaHe Kjaace y A, IOK ocTajie c-0Be MOXKEMO 3 WHTEPIPETHPAMO TPOU3IBOJHHO.
Hobujena ekcrmansmja je Mmoges 3a 1p. 0



6. okasaru ga reopuja Th(B) uma esumunanujy KeaaTuduKaTOpA.
Pewerve. JIokaKuMO HaJUpe jeJHY JIEMY.

JIema. Heka je £ neku jesuk u M mozesn jesuka L. Heka je ¢(x) dopmyuia jesuka £ raksa ga [¢p(M)| = n.
Heka je I konauan ckyn uniekca u ¢*((y;)icr) dopmymna Koja kaxe:

,Meby (yi)ier uma n pazauunTux enemenara ckyma ¢(M).”

Dopwmyna ¢*((yi)ier) ce, no Ha ¢(x), moxke 3anucaru 6e3 kopumhema kBanTudukaTopa. llpenusnuje,
ako je |I| < n, rama je ¢*((yi)ier) = L, a ako je |I| > n, tama je:

" (w)ie) =\ | Now)n N\ vi#vy
RGN

Jlokas aeme. Tpeba ma moraxkemo ma jmara (OPMyJIa 3aUCTa OMHCYje XKesbeHy ocobuny. Ako je |I| < n,
taja Mely nzabpanum exemenTHMa (Y;)ic7 HE MOXKe OMTH N Pa3IMYUTHX, jep UX YKYITHO UMa Matbhe OJ 1.
Jakie, 3aMcTa KeHEHO CBOjCTBO ommcyje dhopmyma L.

[Tpernocrasumo caga aa je |I| > n u npernocrasumo j1a Heka Basyanuja 6upa egemente (y;)icr. TBpaumo
na Mehy \mruMa UMa HEKWX N PA3JIMIuTHX aKKo je marta dopmymna ¢*((y;)icr) TadHa y TOj BAJIyaIlH].

Axo je ¢*((yi)ier) Tauna, TO 3HAYM Ja, je Gap jeJIlaH BHEH JUCJyHKT TAYaH, Tj. HOCTOJH N-TOWIAHH MOJCKYII
Iy C I rakaB na je:

N ow) A N\ i # v
i€lp i,j€lp
i#]
tagra. Tajma je jacHo na je y;, ¢ € Ip, n pazauauTux exeMenara u3 ckyma ¢(M).
O6patHo, Heka Mehy (y;)ic; uMa n-pasamautux esemenara ckyma ¢(M). Ako cy 10 v, ..., ¥;, H AKO
oznauumo Iy = {i1,...,in}, Taga je Iy jenan n-towianu noAckyn oz I uuju je onrosapajyhin qucjyHkT y
dbopmymu ¢*((y;)icr) TauaH, ma je u 1eIa IUCJYHKINjA TATHA. O

Kowmenrap. ®opmysa —¢*((y;)ier) Kaxe ga mehy (yi)icr HeMa n pas3amauTux ejgeMenara ckyma ¢(M),
¥ OHA je Takohe, 10 Ha ¢, 3amucaHa 6e3 KBaHTH(PUKATOPA.

BpaTtumo ce Ha pemaBaibe 3agaTKa. 1lo3HATO HaM je 11a je TOBOJBHO 3 €IUMHUHIIEMO KBAHTH(MUKATOP Y
dbopmynn Jz ¢(,y), rae je ¢z, y) dpopmyua:

Nz=virn Ne#vn \ E@y) A \-E@uy) A N\ Pix) A )\ —Pil=).

i€l i€J €K i€L ieM iEN
ITocrynak w3BOAMMO Yy HEKOJIMKO KOPAKA.

1. kopak. Ako je I # 0w k € I, Tana je Jx ¢(x,§) ounryieHO eKBUBAJEHTHA ca GECKBAHTOPHOM (HOPMY-
aoM @(yg, §). dakne, moxkemo npernocrasuru ja je I = (), 1j. bopmyna ¢(z,7) je jeanaka:

/\l’ #Yi A /\ E(z,yi) A /\ —E(z, yi) A /\ Pi(z) A /\ Py (x).

icJ €K el ieM ieN
2. kopak. Ako je |M| > 2, kako cy P-ou mehycobHo pucjyukran, 3z ¢(x, §) je Ou4uriesHo eKBUBaJICHTHA
ca L. Jlakise, Mmoxkemo mpermoctasuTu 1a je |M| < 1.

3. kopak. Ako je M NN # (), nonoso je Iz ¢(x, ) ekuBasentna ca L jep ce y moj jaBiba KObYHKIM)A
Py(xz) AN —=Pg(z), 32 meko k. Jakse, Mmoxkemo npernocraputu u ga je M NN = ().

4. kopak. I[Tocmarpajmo ciyuaj K = M = (), 1j. dopmysa ¢(z,y) je obiuka:
Nz #vin \-E@y)n N\ -~Pix).
icJ icL ieN
Tana je Iz ¢(z,y) ekBuBaJeHTHA ca | . 3amcra, 3a TPOM3BOJGHE § YBEK MOKEMO u3abpaTh & Koje je

Pa3JIMUUTO OJT HEKOJIMKO WX, HUje y KJIACH Ca HEKOJWKO WX W KOje HUje y HEeKOJIWKO 33IaThX KJIACa,
jep je Taj CKyII KOHAYAH, a Mojes OeCKOHAYAH.

5. kopak. ITocmarpajmo cayuaj M = {m}, 1j. dopmyna ¢(x,y) je:



Nz#vn )\ E@y) A N\ -E@y) A Pu@) A )\ ~Pi(z).
icJ ieK iel ieN
[Ipumernmo na je ¢(x,y) ekpusasientna ca ¢’ (x,y):
Nz #vin N\ B y) A\ ~BE(z,4:) A Pu(z).
ieJ ieK iel
Jacuo ¢(z,y) mosmaun ¢'(x, ). Amuxaxo m ¢ N, to Py, (x) nomaun )\, .y —P;(x), ma u ¢'(z,y) mosmaan
¢(x, 7). Hakie, 10BosbHO je ja esuMuamiiemMo Kpautudukarop y 3z ¢/ (z, 7).

[Tpumernmo name na je ¢ (x,y) eksusasentna ca ¢ (x,y):
Nz #vi A N Po(yi) A\ Prn(i) A Pra(2).
icJ icK iel
Bamucra, ako je ¢'(z,y) Tauna, tan je P, (B) knaca enementa x, ma Kako y;, ¢ € K, jecy y pemammju ca .,
TO OHHU mpuNaaajy ckymy P, (B), a kako y;, i € L, HACY Y peslalldju ca X, TO OHU HE MPUIAJIAJY CKYILY
P,,(B). U3 ucror pasznora ¢’ (x,y) nosnaun ¢'(x, 7).
Cama cmo cBesn mpobsieM Ha, esivuHanmjy keantudwkaropa y dopmymn 3z ¢ (x, ), roe je ¢ (z,7)
dopmya:
/\ x # yi \ Pp(2).
i€J
Tepaumo na je Jx ¢ (x,y) exuasentna ca — P ((y;)ics), KOja mpemMa TOpmoj JleMu Kaxke ja Mehy
(yi)ics mema m + 1 pasmwuawmrnx enemenara ckymna P, (B). 3ancra, ako je 3z ¢ (x, ) Tauna, tana je x
eslemenT ckyna P, (B) koju je paszmuunru on cBux y;, i € J. Kako je Py, (B) m + 1-tounan, To mehy y;,
i € J, e Moxe 6urn m + 1 paznmunrux enemenara ckyna P, (B), jep 6u tasa vekn ox mux Mopao 6urtu
jemnak ca x. Ob6parno, ako je =P ((y;)ics) Tauna, Tama mehy (y;)ics HeMa m + 1 pa3MIuTHX eJIMeHaTa
ckyna P, (B), na kako je on m + 1-ro4siaH, MOXKeMO n3abpaTu T y HeMy KOJH je Pa3juduT Of CBUX Y,
i€ J, . 3xd"(x,y) je rauna.

Hakme, 3z ¢" (x,j) je ekpupasnentna ca =P ((y;)ics) Koja je GecKBaHTOPHA, U 0BA] CJAy9aj CMO 3aBPIIUIIH.

6. xopak. Ocrao mam je cinyuaj K # 0w M = (. Axo k € K, tana je dbopmyna ¢(z,y) jennaka:

Nz # v AE@,y) A N\ E@u) A N —Ex,y) A N\ —Pil=).
icJ i icL ieN

B6or uumenune ja je F ekBuBajenyja u Ja cy joj P-oBu Kiace, J1aKo BUAMMO J1a je ¢ (T, §) eKBUBAJIEHTHA
ca dhopmysiom ¢ (x,):
Nz #vi NE@ oy A\ E@rsyi) A N\ ~E@r,vi) A\ ~Piur),
icJ i€ K icL ieN
ik
ma MO cBesim npobsem Ha eqmMmuHATM]y KBanTHdbMKaTopa y dopmymn 3z ¢ (x, ), vae je ¢ (z,7):
Nz # vi A E(2, ).
e
Hexka je |J| = n. Tepaumo na je 3z ¢’ (z,y) exBupamenTaa ca 6eCKBAHTOPHOM (hOPMYIIOM:

n—1 n—1
\ (Plye) A =P ((wi)ies) ) vV /\ ~Pilye).
1=0 1=0

[Tpernocrasumo aa je 3z ¢”(x,§) Tauna. Ako yi we npunaja mujeanoj kaacu Pi(B), 0 <1 < n, Tazga je
HOCJIe (iU JUCJYHKT y AaToj (opmysau Tavan. [Ipernocrasumo ga yi npunaga Py(B), 3a vexko 0 <[ < n.
Enement x Taja npunana ucroj kiacu Pj(B), koja uma [ + 1 eneMeHT, n pa3iawduT je o CBUX Y, i € J.
Baro mebhy vy;, ¢ € J, nema j + 1 pasauumnrux enemenara ckyna Pj(B), jep 6u y cynporHom x 6mo jemHak
HexoM off, Bux. Jakne, nucjynkr Pj(yi) A P ((yi)ies) je Tadam.

[IpermocrasumMo caga m1a je mara GecKkpanToOpHA (HOpMyIa Tadna. AKO je TauaH HOCIeILH JUC]YHKT, KOjU
Kaxke jia Yy, He npunaja knacama Pj(B), 0 <1 < n, tana y, npunayga kaacu P (B), 3a Heko ¢ > n, koja
uma t+1 > n+1 ememenara. Kako y;, i € J, yrkynso uma |J| = n, To curypro y P;(B) moxkemo uzabparu
X Koje je pasnumamTo oj CBuX mux. IIpema tome, x ¢”(x, ) je Tauna.



IIpernocraBuMo caja na je Tadan qucjyHKT FPi(yi) A =P ((yi)ier), 3a Hexo 0 < | < n. Tana y, npunaza
ckyny P;(B) koju uma [ + 1 esement, anu takohe mehy (y;)ics Hema [ + 1 pasznuaurux eseMenara CKyla
P,(B). Ilpema Tome, omer moxkemo uzabparu x y Pj(B) koju je pasmuuur of cBux y;, i € J, Tj. oner je
dbopmyna Iz ¢’ (z,y) Tauna. O



