
Matematiqka logika u raqunarstvu, Januar 3. februar 2016.

1. Na jeziku L = {∈}, gde je ∈ binarni relacijski simbol, posmatrajmo teoriju T koju qine slede�e

dve aksiome teorije skupova:

∃x ∀y ¬ (y ∈ x); i ∀xy (x = y ⇔ ∀z (z ∈ x⇔ z ∈ y)).

(Prva aksioma ka�e da postoji skup bez elemenata, a druga ka�e da su dva skupa jednaka akko

imaju iste elemente.) U prirodnoj dedukciji dokazati da postoji jedinstven skup bez elemenata,

tj. dokazati:

T ` ∃x (∀y ¬ (y ∈ x) ∧ ∀z (∀y ¬ (y ∈ z)⇒ z = x)).

2. Odrediti Skolemove forme slede�ih formula:

(a) ∃x ∀y p(x, y) ∧ ∃x ∀y q(x, y); (b) ∃x ∀y p(x, y) ∨ ∃x ∀y q(x, y);

(v) ∃x ∀y p(x, y)⇒ ∃x ∀y q(x, y).

3. Dati primer konaqne teorije T takve da je fs(T ) = {n2 + 1 | n ≥ 1}.

Rexe�e. I primer. Posmatrajmo jezik L = {a, b, E, F,G}, gde su a, b konstantni simboli, E,G
binarni relacijski simboli i F ternarni relacijski simbol. Neka je T teorija na jeziku L koja

ka�e:

• a i b su razliqiti;

• E je relacija ekvivalencije;

• a je samo sa sobom u relaciji E;

• F (u,−,−) je bijekcija izme�u b-ove i u-ove klase (u 6= a), gde F (u, x, y) znaqi da bijekcija

F (u,−,−) slika element b-ove klase x u element u-ove klase y; preciznije:

{ ∀uxy(F (u, x, y)⇒ E(b, x) ∧ E(u, y));

{ ∀ux(u 6= a ∧ E(b, x)⇒ ∃1yF (u, x, y));

{ ∀uy(u 6= a ∧ E(u, y)⇒ ∃1xF (u, x, y));

• G(−,−) je bijekcija izme�u b-ove klase i skupa svih ne-a-ovih klasa, gde G(x, y) znaqi da

element b-ove klase x bira predstavnika y neke druge klase, ali tako da bira samo jednog, da

razliqiti elementi b-ove klase biraju predstavnike raliqitih klasa, i predstavnik iz svake
klase je izabran; preciznije:

{ ∀xy(G(x, y)⇒ E(b, x) ∧ y 6= a);

{ ∀x1x2y1y2(x1 6= x2 ∧G(x1, y1) ∧G(x2, y2)⇒ ¬E(y1, y2));

{ ∀x(E(b, x)⇒ ∃1yG(x, y));

{ ∀y′(y′ 6= a⇒ ∃xy(E(y′, y) ∧G(x, y))).

Ako je M model ove teorije, onda imamo u �emu interpretirano a qija klasa ne sadr�i druge

elemente. Ako je n kardinalnost b-ove klase, kako je ona u bijekciji sa svim ne-a-ovim klasama, to

su sve ne-a-ove klase n-toqlane. Tako�e kako svaki element b-ove klase na razliqite naqine bira
predstavnike svih ne-a-ovih klasa, to imamo n ne-a-ovih klasa. Prema tome M ima n klasa sa po

n elemenata i jox interpretaciju od a, tj. n2 + 1 elemenata.

Sa druge strane, lako je da na�emo model za T kardinalnosti n2 + 1. Npr. mo�emo uzeti na skupu

A = {(0, 0)} ∪ {(i, j) | 1 ≤ i, j,≤ n} relacije:

• a = (0, 0), b = (1, 1);

• E((i, j), (k, l)) akko i = k;

• F ((i, j), (k, l), (s, t)) akko k = 1, i = s i l = t;

• G((i, j), (k, l)) akko i = 1, j = k i l = 1.

II primer. Neka je T0 teorija ,,delimiqne aritmetike" na jeziku L0 = {1, c, <, S, Z, P} koju

smo konstruisali na ve�bama. Neka je L = L0 ∪ {b}, gde je b konstantni simbol i T teorija T0
proxirena sa S(b, c) i ∃xP (x, x, b). Ako je M model teorije T kardinalnosti N , tada c ,,kodira"
N , a b koji je �egov prethodnik ,,kodira" N − 1, i po drugoj aksiomi b je kvadrat, tj. N − 1 = n2,
pa je kardinalnost N = n2 + 1. Sa druge strane mo�emo u kanonskom modelu Mn2+1 sa ve�bi da

interpretiramo b kao n2, da bismo dobili model teorije T .
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Komentar. Prethodno rexe�e ne bi trebalo da je jasno qitaocu. Da bi postalo jasno, nacrtajte

sliku.

Neka je A = {(m,n) | m,n ∈ N, m ≤ n}, E relacija ekvivalencije na A data sa:

(m1, n1) E (m2, n2) akko n1 = n2,

i Pn = {(m,n) | m ∈ N, m ≤ n}, za sve n ∈ N. Neka su A = (A,E) i B = (A,E, Pn)n∈N.

4. (a) Odrediti dclA(∅), dclA(a) i dclA(a, b), gde su a, b ∈ A proizvo	ni.

(b) Dokazati da su sve E-klase ∅-definabilne u modelu A.
(v) Neka je S = {(0, n) | n ∈ N}. Da li je skup S definabilan (sa parametrima) u modelu A?

Rexe�e. Primetimo da su E-klase zapravo skupovi Pn, pri qemu je Pn jedinstvena klasa sa n+ 1
elementom.

(b) Formula:

∃x0 . . . xn

 ∧
0≤i<j≤n

E(xi, xj) ∧
∧

0≤i<j≤n
xi 6= xj ∧

∨
0≤i≤n

x = xi ∧ ∀y

E(x, y)⇒
∨

0≤i≤n
y = xi


ka�e da je x u n+ 1-toqlanoj klasi, pa ona definixe Pn, tj. Pn je ∅-definabilna.

Opiximo sada kako izgledaju automorfizmi modela A. Svaki automorfizam mora da fiksira

skupove Pn (jer su ∅-definabilni), prema tome restrikcija fn automorfizma f na skup Pn je

�egova permutacija. Obratno, jasno je da je automorfizam odre�en nizom permutacija skupova Pn.

(a) dcl(∅) = {(0, 0)}. Jasno je da nijedan drugi element ne pripada dcl(∅) jer je �egova klasa bar

dvoqlana, pa postoji automorfizam koji taj element ,,pomeri". Formula koja definixe P0 iz dela

(b), definixe samo (0, 0), pa (0, 0) ∈ dcl(∅).
dcl(a) zavisi od elementa a. Ako je a = (0, 0), tada je dcl(a) = {(0, 0)}. Ako je a = (0, 1) ili a = (1, 1),
tada je dcl(a) = {(0, 0), (0, 1), (1, 1)} jer mo�emo formulom da definixemo element koji pripada

dvoqlanoj klasi, a razliqit je od a. U ostalim sluqajevima, dcl(a) = {(0, 0), a}. Deta	e ostav	amo
qitaocu.

dcl(a, b) zavisi od elemenata a i b. Mo�emo pretpostaviti da je a 6= b (u suprotnom, problem se

svodi na dcl(a)). Dajemo rexe�e, a deta	e ostav	amo qitaocu:

dcl(a, b) =


P0 ∪ P1 ∪ {a, b} ako a ∈ P1 ili b ∈ P1;

P0 ∪ P2 ako a, b ∈ P2;
P0 ∪ {a, b} inaqe.

(v) Pretpostavimo da je S definabilan sa parametrima ā = a1 . . . an (formula koja definixe S
,,koristi" samo konaqno mnogo parametara). Svi parametri se nalaze u nekih ,,prvih" m klasa.

Primetimo da imamo automorfizam koji fiksira ,,prvih" m klasa taqka-po-taqka, a ostale klase

proizvo	no permutuje (svaku posebno proizvo	no permutuje). Taj automorfizam fiksira sve

parametre, ali ne fiksira skup S. Kontradikcija.

5. Dokazati da postoji model teorije Th(A) koji ima beskonaqnu E-klasu.

Rexe�e. Posmatrajmo jezik L = {E} ∪ {ci | i ∈ N} i L-teoriju:

T = Th(A) ∪ {ci 6= cj | i, j ∈ N, i 6= j} ∪ {E(ci, cj) | i, j ∈ N}.

Ako jeM |= T , tada je redukt modelaM na jezik {E} model za Th(A) u kome interpretacije simbola
ci pripadaju nekoj beskonaqnoj klasi; dakle postoji beskonaqna klasa.

Prema tome ostaje da doka�emo da T ima model. Po teoremi komaktnosti dovo	no je da doka�emo

da svaka konaqna podteorija od T ima model. Neka je T ′0 ⊆ T konaqna i neka je T0 = Th(A) ∪ T ′0;
dovo	no je da doka�emo da T0 ima model. T0 ,,pomi�e" samo konaqno mnogo c-ova, npr. n �ih.

Tada mo�emo definisati ekspanziju modela A na jezik L tako xto te c-ove interpretiramo kao

razliqite elemente n-toqlane klase u A, dok ostale c-ove mo�emo da interpretiramo proizvo	no.
Dobijena ekspanzija je model za T0.
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6. Dokazati da teorija Th(B) ima eliminaciju kvantifikatora.

Rexe�e. Doka�imo najpre jednu lemu.

Lema. Neka je L neki jezik iM model jezika L. Neka je φ(x) formula jezika L takva da |φ(M)| = n.
Neka je I konaqan skup indeksa i φ∗((yi)i∈I) formula koja ka�e:

,,Me�u (yi)i∈I ima n razliqitih elemenata skupa φ(M)."

Formula φ∗((yi)i∈I) se, do na φ(x), mo�e zapisati bez korix�e�a kvantifikatora. Preciznije,

ako je |I| < n, tada je φ∗((yi)i∈I) = ⊥, a ako je |I| ≥ n, tada je:

φ∗((yi)i∈I) =
∨
I0⊆I
|I0|=n

∧
i∈I0

φ(yi) ∧
∧

i,j∈I0
i 6=j

yi 6= yj

 .

Dokaz leme. Treba da doka�emo da data formula zaista opisuje �e	enu osobinu. Ako je |I| < n,
tada me�u izabranim elementima (yi)i∈I ne mo�e biti n razliqitih, jer ih ukupno ima ma�e od n.
Dakle, zaista �e	eno svojstvo opisuje formula ⊥.
Pretpostavimo sada da je |I| ≥ n i pretpostavimo da neka valuacija bira elemente (yi)i∈I . Tvrdimo
da me�u �ima ima nekih n razliqitih akko je data formula φ∗((yi)i∈I) taqna u toj valuaciji.

Ako je φ∗((yi)i∈I) taqna, to znaqi da je bar jedan �en disjunkt taqan, tj. postoji n-toqlani podskup
I0 ⊆ I takav da je: ∧

i∈I0

φ(yi) ∧
∧

i,j∈I0
i 6=j

yi 6= yj

taqna. Tada je jasno da je yi, i ∈ I0, n razliqitih elemenata iz skupa φ(M).

Obratno, neka me�u (yi)i∈I ima n-razliqitih elemenata skupa φ(M). Ako su to yi1 , ..., yin i ako

oznaqimo I0 = {i1, . . . , in}, tada je I0 jedan n-toqlani podskup od I qiji je odgovaraju�i disjunkt u

formuli φ∗((yi)i∈I) taqan, pa je i cela disjunkcija taqna.

Komentar. Formula ¬φ∗((yi)i∈I) ka�e da me�u (yi)i∈I nema n razliqitih elemenata skupa φ(M),
i ona je tako�e, do na φ, zapisana bez kvantifikatora.

Vratimo se na rexava�e zadatka. Poznato nam je da je dovo	no da eliminxemo kvantifikator u

formuli ∃xφ(x, ȳ), gde je φ(x, ȳ) formula:∧
i∈I

x = yi ∧
∧
i∈J

x 6= yi ∧
∧
i∈K

E(x, yi) ∧
∧
i∈L
¬E(x, yi) ∧

∧
i∈M

Pi(x) ∧
∧
i∈N
¬Pi(x).

Postupak izvodimo u nekoliko koraka.

1. korak. Ako je I 6= ∅ i k ∈ I, tada je ∃xφ(x, ȳ) oqigledno ekvivalentna sa beskvantornom formu-

lom φ(yk, ȳ). Dakle, mo�emo pretpostaviti da je I = ∅, tj. formula φ(x, ȳ) je jednaka:∧
i∈J

x 6= yi ∧
∧
i∈K

E(x, yi) ∧
∧
i∈L
¬E(x, yi) ∧

∧
i∈M

Pi(x) ∧
∧
i∈N
¬Pi(x).

2. korak. Ako je |M | ≥ 2, kako su P -ovi me�usobno disjunktni, ∃xφ(x, ȳ) je oqigledno ekvivalentna
sa ⊥. Dakle, mo�emo pretpostaviti da je |M | ≤ 1.

3. korak. Ako je M ∩N 6= ∅, ponovo je ∃xφ(x, ȳ) ekvivalentna sa ⊥ jer se u �oj jav	a ko�unkcija

Pk(x) ∧ ¬Pk(x), za neko k. Dakle, mo�emo pretpostaviti i da je M ∩N = ∅.
4. korak. Posmatrajmo sluqaj K = M = ∅, tj. formula φ(x, ȳ) je oblika:∧

i∈J
x 6= yi ∧

∧
i∈L
¬E(x, yi) ∧

∧
i∈N
¬Pi(x).

Tada je ∃xφ(x, ȳ) ekvivalentna sa >. Zaista, za proizvo	ne ȳ uvek mo�emo izabrati x koje je

razliqito od nekoliko �ih, nije u klasi sa nekoliko �ih i koje nije u nekoliko zadatih klasa,

jer je taj skup konaqan, a model beskonaqan.

5. korak. Posmatrajmo sluqaj M = {m}, tj. formula φ(x, ȳ) je:
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∧
i∈J

x 6= yi ∧
∧
i∈K

E(x, yi) ∧
∧
i∈L
¬E(x, yi) ∧ Pm(x) ∧

∧
i∈N
¬Pi(x).

Primetimo da je φ(x, ȳ) ekvivalentna sa φ′(x, ȳ):∧
i∈J

x 6= yi ∧
∧
i∈K

E(x, yi) ∧
∧
i∈L
¬E(x, yi) ∧ Pm(x).

Jasno φ(x, ȳ) povlaqi φ′(x, ȳ). Ali kakom /∈ N , to Pm(x) povlaqi
∧

i∈N ¬Pi(x), pa i φ′(x, ȳ) povlaqi
φ(x, ȳ). Dakle, dovo	no je da eliminixemo kvantifikator u ∃xφ′(x, ȳ).

Primetimo da	e da je φ′(x, ȳ) ekvivalentna sa φ′′(x, ȳ):∧
i∈J

x 6= yi ∧
∧
i∈K

Pm(yi) ∧
∧
i∈L
¬Pm(yi) ∧ Pm(x).

Zaista, ako je φ′(x, ȳ) taqna, tad je Pm(B) klasa elementa x, pa kako yi, i ∈ K, jesu u relaciji sa x,
to oni pripadaju skupu Pm(B), a kako yi, i ∈ L, nisu u relaciji sa x, to oni ne pripadaju skupu

Pm(B). Iz istog razloga φ′′(x, ȳ) povlaqi φ′(x, ȳ).

Sada smo sveli problem na eliminaciju kvantifikatora u formuli ∃xφ′′′(x, ȳ), gde je φ′′′(x, ȳ)
formula: ∧

i∈J
x 6= yi ∧ Pm(x).

Tvrdimo da je ∃xφ′′′(x, ȳ) ekvivalentna sa ¬P ∗m((yi)i∈J), koja prema gor�oj lemi ka�e da me�u

(yi)i∈J nema m + 1 razliqitih elemenata skupa Pm(B). Zaista, ako je ∃xφ′′′(x, ȳ) taqna, tada je x
element skupa Pm(B) koji je razliqiti od svih yi, i ∈ J . Kako je Pm(B) m + 1-toqlan, to me�u yi,
i ∈ J , ne mo�e biti m+ 1 razliqitih elemenata skupa Pm(B), jer bi tada neki od �ih morao biti

jednak sa x. Obratno, ako je ¬P ∗m((yi)i∈J) taqna, tada me�u (yi)i∈J nema m+ 1 razliqitih elmenata

skupa Pm(B), pa kako je on m + 1-toqlan, mo�emo izabrati x u �emu koji je razliqit od svih yi,
i ∈ J , tj. ∃xφ′′′(x, ȳ) je taqna.

Dakle, ∃xφ′′′(x, ȳ) je ekvivalentna sa ¬P ∗m((yi)i∈J) koja je beskvantorna, i ovaj sluqaj smo zavrxili.

6. korak. Ostao nam je sluqaj K 6= ∅ i M = ∅. Ako k ∈ K, tada je formula φ(x, ȳ) jednaka:∧
i∈J

x 6= yi ∧ E(x, yk) ∧
∧
i∈K
i 6=k

E(x, yi) ∧
∧
i∈L
¬E(x, yi) ∧

∧
i∈N
¬Pi(x).

Zbog qi�enice da je E ekvivalencija i da su joj P -ovi klase, lako vidimo da je φ(x, ȳ) ekvivalentna
sa formulom φ′(x, ȳ):∧

i∈J
x 6= yi ∧ E(x, yk) ∧

∧
i∈K
i 6=k

E(yk, yi) ∧
∧
i∈L
¬E(yk, yi) ∧

∧
i∈N
¬Pi(yk),

pa smo sveli problem na eliminaciju kvantifikatora u formuli ∃xφ′′(x, ȳ), gde je φ′′(x, ȳ):∧
i∈J

x 6= yi ∧ E(x, yk).

Neka je |J | = n. Tvrdimo da je ∃xφ′′(x, ȳ) ekvivalentna sa beskvantornom formulom:

n−1∨
l=0

( Pl(yk) ∧ ¬P ∗l ((yi)i∈J) ) ∨
n−1∧
l=0

¬Pl(yk).

Pretpostavimo da je ∃xφ′′(x, ȳ) taqna. Ako yk ne pripada nijednoj klasi Pl(B), 0 ≤ l < n, tada je
posled�i disjunkt u datoj formuli taqan. Pretpostavimo da yk pripada Pl(B), za neko 0 ≤ l < n.
Element x tada pripada istoj klasi Pl(B), koja ima l + 1 element, i razliqit je od svih yi, i ∈ J .
Zato me�u yi, i ∈ J , nema j + 1 razliqitih elemenata skupa Pl(B), jer bi u suprotnom x bio jednak

nekom od �ih. Dakle, disjunkt Pl(yk) ∧ ¬P ∗l ((yi)i∈J) je taqan.

Pretpostavimo sada da je data beskvantorna formula taqna. Ako je taqan posled�i disjunkt, koji

ka�e da yk ne pripada klasama Pl(B), 0 ≤ l < n, tada yk pripada klasi Pt(B), za neko t ≥ n, koja
ima t+1 ≥ n+1 elemenata. Kako yi, i ∈ J , ukupno ima |J | = n, to sigurno u Pt(B) mo�emo izabrati
x koje je razliqito od svih �ih. Prema tome, ∃xφ′′(x, ȳ) je taqna.
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Pretpostavimo sada da je taqan disjunkt Pl(yk) ∧ ¬P ∗l ((yi)i∈J), za neko 0 ≤ l < n. Tada yk pripada
skupu Pl(B) koji ima l+ 1 element, ali tako�e me�u (yi)i∈J nema l+ 1 razliqitih elemenata skupa

Pl(B). Prema tome, opet mo�emo izabrati x u Pl(B) koji je razliqit od svih yi, i ∈ J , tj. opet je

formula ∃xφ′′(x, ȳ) taqna.
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