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1. Prirodnom dedukcijom dokazati slede�i Aristotelov silogizam:

` ∀x (p(x)⇒ q(x)) ∧ ∃x (q(x)⇒ r(x)) ⇒ ∃x (p(x)⇒ r(x)).

Rexe�e. Neka je φ = ∀x (p(x)⇒ q(x)) ∧ ∃x (q(x)⇒ r(x)).

1 φ ` φ aksioma

2 φ ` ∀x (p(x)⇒ q(x) ∧E na 1

3 φ ` ∃x (q(x)⇒ r(x)) ∧E na 1

4 φ, q(x)⇒ r(x) ` q(x)⇒ r(x) aksioma

5 φ ` p(x)⇒ q(x) ∀E na 2

6 φ, q(x)⇒ r(x) ` p(x)⇒ q(x) slab	e�e na 5

7 φ, q(x)⇒ r(x) ` p(x)⇒ r(x) ⇒t na 6 i 4

8 φ, q(x)⇒ r(x) ` ∃x (p(x)⇒ r(x)) ∃U na 7

9 φ ` ∃x (p(x)⇒ r(x)) ∃E na 3 i 8

10 ` φ⇒ ∃x (p(x)⇒ r(x)) ⇒U na 9

2. Izraqunati Skolemovu formu slede�e formule:

∀x∃y p(x, y) ∧ (∀x∃y q(x, y)⇒ ∀x∃y s(x, y)).

Rexe�e. Najpre tra�imo preneks.

∀x∃y p(x, y) ∧ (∀x∃y q(x, y)⇒ ∀x∃y s(x, y)) ≡ ∀x∃y p(x, y) ∧ (¬∀x∃y q(x, y) ∨ ∀x∃y s(x, y))
≡ ∀x∃y p(x, y) ∧ (∃x∀y ¬q(x, y) ∨ ∀x∃y s(x, y))
≡ ∃x[∀z∃y p(z, y) ∧ (∀y ¬q(x, y) ∨ ∀z∃y s(z, y))]
≡ ∃x∀z[∃u p(z, u) ∧ (∀y ¬q(x, y) ∨ ∃v s(z, v))]
≡ ∃x∀z∃u∃v∀y[p(z, u) ∧ (¬q(x, y) ∨ s(z, v))].

Posle Skolemizacije x 7→ a, u 7→ f(z), v 7→ g(z) dobijamo Skolemovu formu:

∀z∀y[p(z, f(z)) ∧ (¬q(a, y) ∨ s(z, g(z)))].

3. Dati primer konaqne teorije T takve da je fs(T ) =
{

n(n+1)
2 | n > 1

}
.

Rexe�e. Neka je T0 konaqna teorija na jeziku L = {1, c, <, S, Z, P} koju smo konstruisali na ve�bama. Za
T0 va�i: M |= T0 i |M| = n akko M ∼= Mn, gde je Mn model na domenu {1, 2, . . . , n} u kome interpretiramo
1 kao 1, c kao n, < kao uobiqajeno ure�e�e, S(k, l) akko k + 1 = l, Z(k, l,m) akko k + l = m i P (k, l,m)
akko kl = m.

Proxiri�emo teoriju T0 do T tako da se obezbedimo da je c oblika n(n + 1)/2. Primetimo da je ili n
ili n+ 1 parno, pa �emo c napisati ili kao (n/2) · (n+ 1) ili kao n · ((n+ 1)/2). Dakle, neka je:

T = T0 ∪ {∃xyz (Z(x, x, y) ∧ S(y, z) ∧ P (x, z, c)) ∨ ∃xyz (S(x, y) ∧ Z(z, z, y) ∧ P (x, z, c))}.
(Prvi disjunkt u dodatoj formuli, ka�e da je x = y/2, z = y + 1, pa je c = xz = (y/2)(y + 1). Drugi

disjunkt ka�e da je y = x+ 1, z = y/2 = (x+ 1)/2, pa je c = xz = x(x+ 1)/2.) Sada je lako dokazati da

je konaqan M |= T akko M ∼= Mn(n+1)/2 za neko n.

Dat je model A = (Q, <,E,E′), gde je < uobiqajeno ure�e�e racionalnih brojeva, a E,E′ ekvivalencije
date sa:

E(a, b) akko a− b ∈ Z, E′(a, b) akko a− b ∈ 2Z.



4. (a) Odrediti dclA(0).

(b) Ispitati da li su skupovi {2m+1 | m ∈ Z} i {1/m | m ∈ Z, m > 0} definabilni (sa parametrima).

Rexe�e. (a) Primetimo da za svako a ∈ Q, elementi a + 1 i a − 1 su a-definabilni. Zaista, a + 1 je

definisan kao ,,najma�i element ve�i od a koji je u E-relaciji sa a", a a− 1 je ,,najve�i element ma�i

od a koji je u E-relaciji sa a". Sada indukcijom vidimo da je Z ⊆ dclA(0).

Neka je f0 rastu�a bijekcija skupa [0, 1) ∩Q koja fiksira jedino 0, i neka je f definisano na Q kao:

f(a) = f0(a− bac) + bac. (bac je do�i ceo deo od a.) Lako je videti da je f automorfizam modela A koji

fiksira jedino elemente iz Z. Zato, dclA(0) = Z.

(b) Skup neparnih brojeva je definisan formulom (sa parametrom 1) E′(x, 1). Dokaza�emo da {1/m |
m ∈ Z, m > 0} nije definabilan. U suprotnom, postoji formula sa konaqno mnogo parametara a1, . . . , an
koja ga definixe. Neka je bi = ai − baic, 1 6 i 6 n. Primetimo da postoji rastu�a bijekcija f0
skupa [0, 1) ∩ Q koja fiksira 0 i sve bi, ali ne fiksira skup {1/m | m ∈ Z, m > 0}. Preslikava�e

f(a) = f0(a− bac) + bac definixe automorfizam modela A koji fiksira sve ai, ali ne fiksira {1/m |
m ∈ Z, m > 0}. Kontradikcija.

5. (a) Dokazati da Th(A) eliminixe kvantifikator u formuli:

∃x
(
x 6= y1 ∧ E(x, y2) ∧ E′(x, y3) ∧ ¬E(x, y4) ∧ ¬E′(x, y5)

)
.

(b) Dokazati da Th(A) nema eliminaciju kvantifikatora.

Rexe�e. (a) Najpre primetimo da je data formula ekvivalentna sa:

∃x
(
E(x, y2) ∧ E′(x, y3) ∧ ¬E(x, y4) ∧ ¬E′(x, y5)

)
.

Imlikacija (⇐) sledi iz qi�enice da su E i E′-klase beskonaqne, pa ako postoji x koji je u E-klasi
sa y2 i E

′-klasi sa y3, mo�emo da izaberemo takvo x da je razliqito od y1.

Tvrdimo da je ova formula ekvivalentna sa:

E(y2, y3) ∧ ¬E(y2, y4) ∧ ¬E′(y3, y5).

Implikacija (⇒) je jasna: Neka postoji x koji je u E-klasi sa y2, ali ne sa y4, i koji je u E′-klasi sa

y3, ali ne sa y5. Kako su E i E′ ekvivalencije, i kako je E ,,finija" od E′ (u smislu da E′(u, v) povlaqi
E(u, v)), jasno je da va�i uoqena beskvantorna formula.

Za dokaz implikacije (⇐) pretpostavimo da va�i E(y2, y3) ∧ ¬E(y2, y4) ∧ ¬E′(y3, y5). Primetimo da je

tada x = y3 jedan svedok da va�i: ∃x
(
E(x, y2) ∧ E′(x, y3) ∧ ¬E(x, y4) ∧ ¬E′(x, y5)

)
.

(b) Primetili smo u 4. zadatku da je 1 definabilan sa parametrom 0 formulom: ,,y je najma�i element

ve�i od 0 koji je u E-relaciji sa 0". Oznaqimo ovu formulu sa φ(y, 0). Ako bi Th(A) imala eliminaciju
kvantifikatora, postojala bi formula ψ(y, 0) bez kvantifikatora koja je ekvivalentna sa φ(y, 0), tj.
koja definixe {1}. Me�utim, formula bez kvantifikatora po promen	ivoj y sa parametrom 0 je Bulova
kombinacija slede�ih formula: y < 0, y = 0, 0 < y, E(y, 0) i E′(y, 0) (plus mo�da jox i formula kao xto

su y < y, y = y i sliqne, koje definixu ili ∅ ili Q). Sada indukcijom lako zak	uqujemo da Bulova

kombinacija ovakvih skupova ne mo�e da definixe {1}. Dakle, Th(A) ne mo�e imati eliminaciju

kvantifikatora.

6. Dokazati da postoji A′ |= Th(A) i elementi a, b ∈ A′ takvi da je podskup od A′ definisan formulom

E(a, x) ∧ a < x ∧ x < b beskonaqan.

Rexe�e. Proxirimo jezik sa konstantnim simbolima a i b. Uoqimo reqenicu φn koja ka�e: ,,postoji

bar n elemenata x takvih da E(a, x) ∧ a < x ∧ x < b". Jasno je da je dovo	no da doka�emo da teorija

T = Th(A) ∪ {φn | n > 1} ima model. Po teoremi kompaktnosti, dovo	no je da doka�emo da svaka

T0 = Th(A) ∪ {φni | 1 6 i 6 m} ima model. Neka je N = max{ni | 1 6 i 6 m}. Primetimo da mo�emo

dodefinisati A do modela za T0; dovo	no je samo da interpretiramo a kao 0, a b kao N + 1. Tada je φN
taqna, pa su i sve φni taqne.


