Mar. goruka y pauyHapcTBy, Jyn 2016. 12. jyn 2016.

1. IlpupogsaoMm JeyKimjom nokazatu cjiegelin ApucToTesioB CHIOru3am:

F v (p(z) = q(x)) A Fz(g(z) = r(x) = Fz(p(r) = r(z)).

Pewere. Heka je ¢ =V (p(x) = q(z)) A Iz (¢(x) = r(x)).

1 ok o¢ AKCHOMa
2 oEVx(p(x)=qx) Ag Ha 1
3 ok 3Jx(¢(z) = r(x)) Ap Ha 1
4 ¢, q(z) = r(z)Fq(x) = r(x) aKCHoMa
5 ok px)=qx) Vg na 2
6 ¢, qlx) =r(z)Fplx)=q) cnabberbe Ha 5
7 ¢, q(x)=r(x)Fplx) = r(x) =, Ha6u4
8 ¢, qx) = r(x)F Iz (p(z) = r(x)) Jy ma 7
9 ¢t 3Jx(p(x) =r(z)) Jp a3 u8
10 F¢=3z(p(x)=r(x)) =y Ha 9
O
2. Uzpauynaru CrosemoBy dopmy caenehe dpopmyire:
VaIy p(x,y) A (Vo3y q(z,y) = VaIy s(z,y)).
Pewere. Hajupe Tpaxumo mpeHekc.
Vadyp(e,y) A (Vedyq(z,y) = Yoy s(z,y)) = Vadyp(z,y) A (Vedyg(z,y) v Vady s(z, y))
= Vadyp(z,y) A BaVy ~q(z,y) vV VrIy s(z,y))
= V23 p(z,9) A (Vy—q(z,y) V Y23y s(2,0))]
= JaeVz[Jup(z,u) A (Vy—q(z,y) V Fvs(z,v))]
= JaVzIuIoVylp(z,u) A (—q(z,y) V s(z,v))].
[Mocne Cxomemuzanuje = +— a, u — f(z), v — g(z) nobujamo Ckomemony dhopmy:
VaVylp(z, £(2)) A (mq(a, y) V s(z, 9(2)))]- O

3. Jlaru upumep konaune teopuje 1" rakse ga je fs(T) = {w |n > 1}.

Pewere. Heka je Ty konauna reopuja Ha jesuky L = {1,¢, <, S, Z, P} xojy ¢MO KOHCTpyHcaan Ha Bexxbama. 3a
Ty Baxu: M |= Ty u M| = n akko M = M, rae je M, mogen Ha nomeny {1,2,...,n} y KOMeé HHTEPIPETAPAMO
1 kao 1, ¢ kao n, < kao yobuuajeno ypehewe, S(k,l) akko k+ 1 =1, Z(k,l,m) akko k + 1 = m n P(k,l,m)
akko kl = m.

[Tpomupuhemo teopujy Ty mo T Taro ma ce obe3bemumo na je ¢ obmuka n(n + 1)/2. Ilpumerumo ma je wim n
nim n + 1 napro, na hemo ¢ nanucarn wim kao (n/2) - (n+ 1) wim kao n - ((n+ 1)/2). akie, nexa je:

T =ToU{3zyz (Z(v,2,y) A S(y,2) A P(z,2,¢)) V Jayz(S(z,y) A Z(z,2,y) A Pz, 2,¢))}.
(Ilpeu mucjyskT y momaroj dbopmynnu, Kaxe fa je ¢ = y/2, z =y + 1, na je ¢ = zz = (y/2)(y + 1). Hpyru

JICJyHKT Kaxe jajey =x + 1, 2 =y/2 = (x + 1)/2, na je ¢ = xz = x(z + 1)/2.) Caza je nako pokasaru na
je xomauan M = T" akko M = M,,(;,4.1)/2 32 HEKO n. O]

Har je momen A = (Q, <, E, E’), tie je < yobuuajeno ypeheme panmonannux 6pojesa, a E, E' ekpupanennuje
JlaTe ca:
E(a,b) akko a — b € Z, FE'(a,b) akko a — b € 2Z.




4. (a) Ompemuru dcl®(0).
(6) Ucnuraru ga su cy ckynosu {2m+1|m € Z} u {1/m | m € Z, m > 0} nedunabuinu (ca napamerpuma).

Pewerve. (a) Tpumerunmo ja 3a cBako a € Q, emementn a + 1 w a — 1 ¢y a-nedwmnabunan. 3auncra, a + 1 je
JeduHICAH Kao ,,HAjMAmHU eJeMeHT Behu on a koju je y E-penamuju ca o”, a a — 1 je ,,HajBehu esemenT Mamu
o a xoju je y E-penammju ca o”. Cana mmayknmjom summumo aa je Z C del®(0).

Heka je fo pacryha 6ujekimja ckyna [0,1) N Q koja dukcupa jemuno 0, u Heka je [ jnedunucano Ha Q Kao:
f(a) = fola—|a])+ |a]. (|a] je mowu 1eo eo ox a.) Jlako je Bumern na je f ayromopdusam mozmena A Koju
dukcnpa jequno enemente uz Z. 3aro, del®(0) = Z.

(6) Ckyn menapumx Gpojesa je nedunucan Gopmysnom (ca mapamerpom 1) E’(z,1). Jokazahemo ma {1/m |
m € Z, m > 0} uuje nedunabmwran. Y cynpoTHOM, HOCTOjU (HOPMYJIa ca KOHATHO MHOTO [APAMETAPA a1, . . . , A,
koja ra jgedunume. Heka je b, = a; — |a;], 1 < i < n. Ilpumerumo ja nocroju pacryha Gujexnmja fo
ckyna [0,1) N Q koja dbukcupa 0 u cse b;, amu we dbukcupa ckyu {1/m | m € Z, m > 0}. Ilpecsukasame
fla) = fo(a — |a]) + |a] medunume ayromopduzam monesa A koju dbukcupa cse a;, aau ve durcupa {1/m |
m € Z, m > 0}. Kourpamuknuja. O]

5. (a) Jokazatu na Th(A) enmvunume kanTudukarop y dopmysnu:
dz ($ 7é Y1 A E(xa yQ) N El(xu y3> A _|E(£L', y4) A _‘El(‘ra y5))

(6) Hokazaru ga Th(A) Hema enuMuHAIT]Y KBAaHTH(DUKATOPA.

Pewerve. (a) Hajnpe npumerumo sa je nata ¢hbopMysia eKBUBAJEHTHA CA:
3z (E(x,y2) A E'(x,y3) A —E(z,y4) A —E'(x,ys5)).

Nmnukanuja (<) caepn u3 unmsennne fa ¢y E u E'-kimace 6eckonadne, ma ako nocroju x koju je y F-kmacu
ca yo u E'-knacu ca y3, MoxkeMo Jia nzabepeMo TaKBO T Jia je PasaimduTo O 1.

TBpmumo ga je oBa (popMysIa €eKBHBAJEHTHA Ca:

E(y2,y3) N = E(y2,y4) A 2E'(y3,ys).

Nvmnukanmja (=) je jacua: Heka nmocroju x koju je y E-kiacu ca y2, ajm He ca ys, w Koju je y E'-xmacu ca
ys3, amm He ca ys. Kako cy F u E' eksupanennuje, u kako je E | burnja” on E' (y cvucay na E'(u,v) nosaaan
E(u,v)), jacHO je ma BaxKu youeHa GeCKBAaHTOPHA (GopMyIIa.

3a jmokaz uMummkanije (<) npernoctaBuMo ja Baxu E(ya, y3) A —E(y2,y4) A —E'(ys3,y5). [Ipumernmo na je
Tasa T = y3 jenan ceenok ga saxm: 3z (E(z,y2) A E'(z,y3) A E(z,y1) A =E' (2, y5)).

(6) TTpumernsn cvo y 4. 3agaTky na je 1 gedbunabuian ca napamerpom 0 bopMysom: ,,y je HAjMAHU EJIEMEHT
Behu o1 0 Koju je y F-pemanuju ca 07. O3naunmo oBy dbopmyny ca ¢(y,0). Ako 6u Th(A) nmana erumuHaImIjy
kBaHTuduKaTopa, nocrojaia 6u dbopmyna 1(y,0) 6e3 ksanTuduKaropa Koja je ekpusaseHnTHa ca ¢(y,0), Tj.
koja gedunume {1}. Mehyrum, dopmysa 6e3 kBanTH(DHKATOPA IO TPOMEHJFUBO] Y ca, mapaMeTpoMm 0 je Bynosa
komburanmja creaehinx dbopmyna: y < 0,y = 0,0 <y, E(y,0) u E'(y,0) (nuyc moxaa jomr u ¢hpopmysia Kao mro
cy y <y, y =y u cauune, Koje jebununty wim ) wm Q). Caja uHIAYKIHMjOM JaKO 3aKJbydyjeMo Jjia Bysiosa
koMOuHAIMja, OBaKBUX CKyloBa He Moxe ja jedunume {1}. Jaksae, Th(A) He Moxe uMaTn eIMMUHAIM]Y
KBaHTH(HUKATOPA. O

6. Jlokazarn ga mocroju A’ = Th(A) w enementn a,b € A’ taksn ma je mogckyn ox A’ medwancan dbopmysnom
E(a,z) N a<z A x <b GecKoHaYaH.

Pewerve. llpommpumo je3suk ca KOHCTAHTHUM cUMOOIMa ¢ U b. YOouuMO pedeHHIly ¢, Koja Kaxe: ,,II0CTOjU
G6ap n enemenara x TakBux ga F(a,x) ANa < x Az < b’. JacHo je ma je TOBOJBHO J1a JIOKAKEMO JIa TEOPHUja
T = Th(A) U {¢, | n > 1} uma mogen. Ilo Teopemu KOMIIAKTHOCTH, JOBOJBHO je Jia JOKAXKEMO Ja CBAKa
To = Th(A) U{¢n, | 1 < i < m} uma mozmen. Heka je N = max{n; | 1 < i < m}. Ilpumernmo ga mMoxkemo
nomedunucatu A 1o momesa 3a 1p; HOBOJBHO je caMo Jjia uuaTepiperupamo a Kao 0, a b kao N + 1. Taa je on
TauHa, 113 Cy U CBE ¢y, TAUHE. O



