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Prvi kolokvijum 2007/2008.

1 Odrediti sve neekvivalentne formule A u kojima se javǉaju slova p, q tako da formula:

((A ∧ q) ⇒ ¬p) ⇒ ((p ⇒ ¬q) ⇒ ¬A)

bude tautologija.

Rexeǌe: Pravimo tablicu:

p q A ( (A ∧ q) ⇒ ¬p ) ⇒ ( (p ⇒ ¬q) ⇒ ¬A )
I1 > > I1(A) I1(A) ¬I1(A) ⊥ > ⊥ ⊥ > ¬I1(A)
I2 > ⊥ I2(A) ⊥ > ⊥ ¬I2(A) > > ¬I2(A) ¬I2(A)
I3 ⊥ > I3(A) I3(A) > > ¬I3(A) > ⊥ ¬I3(A) ¬I3(A)
I4 ⊥ ⊥ I4(A) ⊥ > > ¬I4(A) > > ¬I4(A) ¬I4(A)

Da bi formula bila tautologija potrebno je da I2(A) = I3(A) = I4(A) =⊥. I1(A) mo�e biti i taqno i netaqno.
Prema tome imamo dve neekvivalentne formule A1, A2 za koje je data formula tautologija, i one su date tablicom:

p q A1 A2

I1 > > > ⊥
I2 > ⊥ ⊥ ⊥
I3 ⊥ > ⊥ ⊥
I4 ⊥ ⊥ ⊥ ⊥

Lako vidimo da mo�emo uzeti A1 ≡ p ∧ q, A2 ≡⊥. ¤

2 Neka su p, q iskazna slova. Neka su date formule A0 = p, B0 = (q ⇒ ¬p) i definiximo induktivno:

An = (¬An−1 ⇒ Bn−1), Bn = (An−1 Y Bn−1), n ≥ 1.

Ispitati za koje n ∈ N su formule An, Bn tautologije.

Rexeǌe: Kako je A0 = p, to formula A0 nije biti tautologija. Poka�imo da sve formule An, n ≥ 1, jesu tautologije.
Pokazujemo indukcijom. Najpre pretpostavimo da postoji interpretacija I tako da je I(A1) =⊥. Tada je I(¬A0 ⇒
B0) = ⊥. Odatle mora biti I(A0) = ⊥ i I(B0) = ⊥, tj. I(p) = ⊥ i I(q ⇒ ¬p) = ⊥, odakle je I(p) = ⊥, I(q) = > i
I(p) = >. Kako ovo nije mogu�e, to pretpostavǉena interpretacija ne postoji, te je A1 tautologija. Pretpostavimo
da je An tautologija. Tada za sve interpretacije I va�i I(An) = >. Koliko je I(An+1)? I(An+1) = I(¬An ⇒ Bn) =
¬I(An) ⇒ I(Bn) = ⊥ ⇒ I(Bn) = >, pa je prema tome i An+1 tautologija. Dakle, dokazali smo da su formule An, n ≥ 1,
tautologije.

Za interpretaciju I1: I1(p) = I1(q) = > imamo I1(A0) = I1(p) = >. Odavde i iz prvog dela zadatka imamo da
je I1(An) = >, za n ≥ 0. Doka�imo indukcijom da je I1(B2n) = ⊥, n ≥ 0, tj. da nijedna od formula B2n nije
tautologija. I1(B0) = I1(q ⇒ ¬p) = ⊥. Pretpostavimo sada da je I1(B2n) = ⊥ i izraqunajmo I1(B2n+2). I1(B2n+2) =
I1(A2n+1YB2n+1) = I1(A2n+1)YI1(B2n+1) = I1(A2n+1)YI1(A2nYB2n) = I1(A2n+1)Y(I1(A2n)YI1(B2n)) = >Y(>Y⊥) = >Y> = ⊥.
Ovo dokazuje da formule B2n nisu tautologije.

Za interpretaciju I2: I2(p) = >, I2(q) = ⊥ imamo I2(A0) = I2(p) = > i I2(B0) = I2(q ⇒ ¬p) = >. Poka�imo
da va�i I2(B2n+1) = ⊥, za n ≥ 0. I2(B1) = I2(A0 Y B0) = > Y > = ⊥. Sada pretpostavimo da je I2(B2n+1) = ⊥
i izraqunajmo I2(B2n+3). I2(B2n+3) = I2(A2n+2 Y B2n+2) = I2(A2n+2) Y I2(B2n+2) = I2(A2n+2) Y I2(A2n+1 Y B2n+1) =
I2(A2n+2) Y (I2(A2n+1) Y I2(B2n+1)) = > Y (> Y⊥) = > Y> = ⊥. Ovo dokazuje da ni formule B2n+1 nisu tautologije. ¤

3 Pokazati da u iskaznom raqunu va�i:
` A ⇒ (A ∧A).

Rexeǌe: Ako poka�emo A ` A ∧ A, to �e tra�eni rezultati slediti primenom stava dedukcije. Zato poka�imo
A ` A ∧A.

Kako je A ∧B zamena za ¬(A ⇒ ¬B), to pokazujemo A ` ¬(A ⇒ ¬A). Poka�imo najpre A ⇒ ¬A ` ¬A. Izvodimo:
(1) hipoteza A ⇒ ¬A
(2) teorema A ⇒ (¬A ⇒ ¬(A ⇒ A))
(3) Ah.2 (A ⇒ (¬A ⇒ ¬(A ⇒ A))) ⇒ ((A ⇒ ¬A) ⇒ (A ⇒ ¬(A ⇒ A)))
(4) MP(2,3) (A ⇒ ¬A) ⇒ (A ⇒ ¬(A ⇒ A))
(5) MP(1,4) A ⇒ ¬(A ⇒ A)
(6) teorema (A ⇒ ¬(A ⇒ A)) ⇒ (¬¬(A ⇒ A) ⇒ ¬A)
(7) MP(5,6) ¬¬(A ⇒ A) ⇒ ¬A
(8) teorema (A ⇒ A) ⇒ ¬¬(A ⇒ A)
(9) izvo�eǌe(7,8) (A ⇒ A) ⇒ ¬A
(10) teorema A ⇒ A
(11) MP(9,10) ¬A

Dakle, pokazali smo A ⇒ ¬A ` ¬A. Odavde prema stavu dedukcije izvodimo ` (A ⇒ ¬A) ⇒ ¬A. Poka�imo konaqno
A ` ¬(A ⇒ ¬A). Izvodimo:
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(1) hipoteza A
(2) teorema (A ⇒ ¬A) ⇒ ¬A
(3) teorema ((A ⇒ ¬A) ⇒ ¬A) ⇒ (¬¬A ⇒ ¬(A ⇒ ¬A))
(4) MP(2,3) ¬¬A ⇒ ¬(A ⇒ ¬A)
(5) teorema A ⇒ ¬¬A
(6) izvo�eǌe(4,5) A ⇒ ¬(A ⇒ ¬A)
(7) MP(1,6) ¬(A ⇒ ¬A)

Dakle, A ` ¬(A ⇒ ¬A), pa prema stavu dedukcije ` A ⇒ ¬(A ⇒ ¬A), tj. ` A ⇒ (A ∧A). ¤

4 Metodom rezolucije pokazati vaǉanost formule:

((q ∧ r) ∨ ¬p) ⇒ (p ⇒ (q ∧ r)).

Rexeǌe: Neka je A = ((q ∧ r) ∨ ¬p) ⇒ (p ⇒ (q ∧ r)). Na�imo KNF formule ¬A. ¬A = ¬(((q ∧ r) ∨ ¬p) ⇒ (p ⇒ (q ∧ r))) =
((q ∧ r) ∨ ¬p) ∧ ¬(p ⇒ (q ∧ r)) = (q ∨ ¬p) ∧ (r ∨ ¬p) ∧ (p ∧ ¬(q ∧ r)) = (q ∨ ¬p) ∧ (r ∨ ¬p) ∧ p ∧ (¬q ∨ ¬r). Sad imamo:
C1 = {q, ¬p}
C2 = {r, ¬p}
C3 = {p}
C4 = {¬q, ¬r}
C5 = {q} Res(C1, C3, ¬p, p)
C6 = {r} Res(C2, C3, ¬p, p)
C7 = {¬r} Res(C4, C5, ¬q, q)
C8 = ∅ Res(C6, C7, r, ¬r)

Kako smo dobili praznu klauzu, to je formula ¬A kontradikcija, pa je A tautologija. ¤

5 Metodom tabloa pokazati vaǉanost formule:

((p ∧ q) ⇒ r) ⇒ (p ⇒ (q ⇒ r)).

Rexeǌe:

1. F ((p ∧ q) ⇒ r) ⇒ (p ⇒ (q ⇒ r))
|

2.(1) T (p ∧ q) ⇒ r
|

3.(1) F p ⇒ (q ⇒ r)
|

4.(3) T p
|

5.(3) F q ⇒ r
|

6.(5) T q
|

7.(5) F r
↙ ↘

8.(2) F p ∧ q 9.(2) T r
↙ ↘ |

10.(8) F p 11.(8) F p ×(7, 9)
| |

×(4, 10) ×(6, 11)
Kako su sve grane tabloa zatvorene, to je on dokaz za datu formulu, te je ona tautologija. ¤
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