
Uvod u matematiqku logiku
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1 Pokazati da u Bulovoj algebri za sve x, y va�i:

x = 1 ako i samo ako y = (x ∨ y′) ∧ (x′ ∨ y).

Rexeǌe: (⇒) (x ∨ y′) ∧ (x′ ∨ y) = (1 ∨ y′) ∧ (1′ ∨ y) = 1 ∧ (0 ∨ y) = 1 ∧ y = y.
(⇐) Poka�imo najpre pomo�no tvr�eǌe.

Lema Ako je x ∨ y = x ∨ y′, onda je x = 1.
Dokaz: Imamo najpre x∨ y = x∨ (y ∨ y) = (x∨ y)∨ y = (x∨ y′)∨ y = v ∨ (y′ ∨ y) = x∨ 1 = 1. Dakle x∨ y = x∨ y′ = 1. Sada
dobijamo x = x ∨ 0 = x ∨ (y ∧ y′) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ y′) = 1 ∧ 1 = 1. ¥
Uoqimo x ∨ y = x ∨ ((x ∨ y′) ∧ (x′ ∨ y)) = (x ∨ x ∨ y′) ∧ (x ∨ x′ ∨ y) = (x ∨ y′) ∧ 1 = x ∨ y′, pa je prema lemi x = 1. ¤

2 Po definiciji pokazati da je formula vaǉana:

(∀x)(p(x) ⇒ q(x)) ⇒ ((∃x)p(x) ⇒ (∃x)q(x)).

Rexeǌe: Pretpostavimo suprotno da formula nije vaǉana. Tada postoji struktura D = (D, IL) i valuacija v :
V ar → D, tako da je Iv((∀x)(p(x) ⇒ q(x)) ⇒ ((∃x)p(x) ⇒ (∃x)q(x))) = ⊥. Tada je:

(1) Iv((∀x)(p(x) ⇒ q(x))) = > i (2) Iv((∃x)p(x) ⇒ (∃x)q(x)) = ⊥.

Iz (2) zakǉuqujemo: (3) Iv((∃x)p(x)) = > i (4) Iv((∃x)q(x)) = ⊥. Daǉe. iz (3) zakǉuqujemo da postoji valuacija
v′ ∼x v, tako da je (5) Iv′(p(x)) = >, a iz (4) da za sve valuacije u ∼x v (6) Iu(q(x)) = ⊥. Specijalno, iz (6) va�i
(7) Iv′(q(x)) = ⊥, jer mo�emo uzeti u = v′. Sada je iz (5) i (7): (8) Iv′(p(x) ⇒ q(x)) = ⊥.

Iz (1) zakǉuqujemo da za sve valuacije w ∼x v va�i (9) Iw(p(x) ⇒ q(x)) = >. Specijalno, iz (9) va�i (10) Iv′(p(x) ⇒
q(x)) = >, jer mo�emo uzeti w = v′. Konaqno, (10) i (8) su u kontradikciji.

Dakle, polazna formula je vaǉana. ¤

3 Na�i troqlani model i kontramodel za formulu:

(∀x)(∃y) (p (f(x, y), c) ⇒ p (c, f(x, y))) .

Rexeǌe: Neka je F data formula i uzmimo skup D = {α, β, γ}. Posmatrajmo strukturu D1 = (D, IL), IL(p) =
pI , IL(f) = fI , IL(c) = cI , gde je:

pI α β γ
α ⊥
β
γ

fI α β γ
α α
β α
γ α

cI = α1

Poka�imo da je D1 ² F . Pretpostavimo suprotno, da postoji valuacija v : V ar → D, tako da je Iv(F ) = ⊥. Tada
postoji valuacija v′ ∼x v tako da je Iv′((∃y)(p(f(x, y), c) ⇒ p(c, f(x, y)))) = ⊥. Neka je v′(x) = a ∈ D. Daǉe, za sve
valuacije u ∼y v′ va�i Iu(p(f(x, y), c) ⇒ p(c, f(x, y))), i odatle je Iu(p(f(x, y), c)) = >, Iu(p(c, f(x, y))) = ⊥. Uzmimo da
je u(y) = α i imamo u(x) = v′(x) = a. Iz prve relacije imamo pI(fI(u(x), u(y)), cI) = >, tj. pI(fI(a, α), α) = >. Kako je
fI(a, α) = α, to dobijamo pI(α, α) = >, xto je kontradikcija. Sledi, D1 ² F .

Posmatrajmo strukturu D2 = (D, IL), IL(p) = pI , IL(f) = fI , IL(c) = cI , gde je:

pI α β γ
α ⊥
β >
γ

fI α β γ
α β β β
β
γ

cI = α2.

Poka�imo da je D2 2 F . Pretpostavimo suprotno, da za sve valuacije v : V ar → D va�i Iv(F ) = >. Tada za sve
valuacije u ∼x v va�i Iu((∃y)(p(f(x, y), c) ⇒ p(c, f(x, y)))) = >. Uzmimo u(x) = α. Daǉe, postoji valuacija v′ ∼y u,
tako da je Iv′(p(f(x, y), c) ⇒ p(c, f(x, y))) = >. Neka je v′(y) = a ∈ D i umamo v′(x) = u(x) = α. Razdvajamo dva sluqaja.

1◦ Pretpostavimo da je Iv′(p(f(x, y), c)) = ⊥. To znaqi pI(fI(α, a), α) = ⊥. Kako je fI(α, a) = β, to znaqi pI(β, α) = ⊥,
xto je kontradikcija.

2◦ Pretpostavimo da je Iv′(p(c, f(x, y))) = >. To znaqi pI(α, fI(α, a)) = >. Kako je fI(α, a) = β, to znaqi pI(α, β) = >,
xto je kontradikcija.

Kako nijedan sluqaj nije mogu�, to je D2 2 F . ¤

1Radi bo	eg razumeva�a tablica je popu�ena samo neophodnim podacima, dok ostali unosi nisu bitni. Da bi zadatak bio korektan,
neophodno je popuniti ostatak tabela, a to mo�emo uqiniti na vixe naqina.

2Ista napomena.
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4 Metodom tabloa pokazati da je formula vaǉana:

(∀x)(p(x) ∧ (∀y)q(x, y)) ⇔ (∀x)p(x) ∧ (∀y)(∀x)q(x, y).

Rexeǌe:

1. F(∀x)(p(x) ∧ (∀y)q(x, y)) ⇔ (∀x)p(x) ∧ (∀y)(∀x)q(x, y)
� �

2.(1) F(∀x)(p(x) ∧ (∀y)q(x, y)) 4?.(1) T (∀x)(p(x) ∧ (∀y)q(x, y))
3.(1) T (∀x)p(x) ∧ (∀y)(∀x)q(x, y) 5.(1) F(∀x)p(x) ∧ (∀y)(∀x)q(x, y)

6.(2) Fp(a) ∧ (∀y)q(a, y) � �
7?.(3) T (∀x)p(x) 15.(5) F(∀x)p(x) 16.(5) F(∀y)(∀x)q(x, y)

8?.(3) T (∀y)(∀x)q(x, y) 17.(15) Fp(c) 21.(16) F(∀x)q(x, d)
9.(7) T p(a) 18.(4) T p(c) ∧ (∀y)q(c, y) 22.(21) Fq(e, d)

� � 19.(18) T p(c) 23.(4) T p(e) ∧ (∀y)q(e, y)
10.(6) Fp(a) 11.(6) F(∀y)q(a, y) 20?.(18) T (∀y)q(c, y) 24.(23) T p(e)
×(9, 10) 12.(11) Fq(a, b) ×(17, 19) 25?.(23) T (∀y)q(e, y)

13?.(8) T (∀x)q(x, b) 26.(25) T q(e, d)
14.(13) T q(a, b) ×(22, 26)

×(12, 14)

Kako su sve grane tabloa zatvorene, to je polazna formula vaǉana. ¤

5 Metodom rezolucije pokazati da je H ∧K ⇒ L vaǉana formula, gde je:

H = (∀x)((∃y)p(x, y) ⇒ ¬(∀y)p(x, y)),
K = (∀x)((∀y)p(y, x) ⇒ (∃y)p(x, y)),
L = (∀x)((∀y)p(y, x) ⇒ ¬(∀y)p(x, y)).

Rexeǌe: Neka je F = H ∧K ⇒ L. Tada je ¬F = H ∧K ∧ ¬L =
= (∀x)((∃y)p(x, y) ⇒ ¬(∀y)p(x, y)) ∧ (∀x)((∀y)p(y, x) ⇒ (∃y)p(x, y)) ∧ ¬(∀x)((∀y)p(y, x) ⇒ ¬(∀y)p(x, y)) =
= (∀x)(¬(∃y)p(x, y) ∨ ¬(∀y)p(x, y)) ∧ (∀x)(¬(∀y)p(y, x) ∨ (∃y)p(x, y)) ∧ (∃x)¬(¬(∀y)p(y, x) ∨ ¬(∀y)p(x, y)) =
= (∃x)[(∀x)((∀y)¬p(x, y) ∨ (∃y)¬p(x, y)) ∧ (∀x)((∃y)¬p(y, x) ∨ (∃y)p(x, y)) ∧ ((∀y)p(y, x) ∧ (∀y)p(x, y))] =
= (∃x)[(∀z)((∀y)¬p(z, y) ∨ (∃y)¬p(z, y)) ∧ (∀z)((∃y)¬p(y, z) ∨ (∃y)p(z, y)) ∧ (∀z)p(z, x) ∧ (∀z)p(x, z)] =
= (∃x)(∀z)[((∀y)¬p(z, y) ∨ (∃y)¬p(z, y)) ∧ ((∃y)¬p(y, z) ∨ (∃y)p(z, y)) ∧ p(z, x) ∧ p(x, z)] =
= (∃x)(∀z)[((∀u)¬p(z, u) ∨ (∃y)¬p(z, y)) ∧ ((∃v)¬p(v, z) ∨ (∃v)p(z, v)) ∧ p(z, x) ∧ p(x, z)] =
= (∃x)(∀z)[(∃y)(∀u)(¬p(z, u) ∨ ¬p(z, y)) ∧ (∃v)(¬p(v, z) ∨ p(z, v)) ∧ p(z, x) ∧ p(x, z)] =
= (∃x)(∀z)(∃y)(∃v)(∀u)[(¬p(z, u) ∨ ¬p(z, y)) ∧ (¬p(v, z) ∨ p(z, v)) ∧ p(z, x) ∧ p(x, z)].

Izvrximo skolemizaciju x 7→ a, y 7→ f(z), v 7→ g(z), i dobijamo klauzalnu formu G formule ¬F :
G = (∀z)(∀u)[(¬p(z, u)∨¬p(z, f(z)))∧ (¬p(g(z), z)∨ p(z, g(z)))∧ p(z, a)∧ p(a, z)]. Formula ¬F je zadovoǉiva ako i samo ako
je zadovoǉiva formula G. Pokazujemo da G nije zadovoǉiva metodom rezolucije.

C1 = {¬p(z1, u1),¬p(z1, f(z1))}
C2 = {¬p(g(z2), z2), p(z2, g(z2))}
C3 = {p(z3, a)}
C4 = {p(a, z4)}
C5 = {p(a, g(a))} Res(C2, C3, 1, 1) [z2 7→ a, z3 7→ g(a)]
C6 = {¬p(a, f(a))} Res(C1, C5, 1, 1) [z1 7→ a, u1 7→ g(a)]
C7 = ∅ Res(C4, C6, 1, 1) [z4 7→ f(a)]

Kako smo dobili praznu klauzu, G je nezadovoǉiva, pa je i ¬F nezadovoǉiva, odakle je F vaǉana. ¤
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