
Uvod u matematiqku logiku April 2008.

1 Nizovi formula An, Bn, Cn zadati su sa: A0 = p, An = Bn−1 ⇒ Cn−1, n ≥ 1; B0 = ¬p, Bn = Cn−1 ⇒ An−1, n ≥ 1;
C0 = p ⇒ p, Cn = An−1 ⇒ Bn−1, n ≥ 1. Ispitati koji qlanovi nizova An, Bn, Cn su tautologije, a koji kontradik-
cije.

Rexeǌe: Uoqimo A0 = p, B0 = ¬p, C0 = p ⇒ p i jasno A0, B0 nisu ni tautologije ni kontradikcije, dok C0 jeste tau-
tologija. Daǉe je, A1 = B0 ⇒ C0 = p ⇒ (p ⇒ p) ≡ p ⇒ p, B1 = C0 ⇒ A0 = (p ⇒ p) ⇒ p ≡ p, C1 = A0 ⇒ B0 = p ⇒ ¬p ≡ ¬p;
A2 = B1 ⇒ C1 = p ⇒ ¬p ≡ ¬p, B2 = C1 ⇒ A1 = ¬p ⇒ (p ⇒ p) ≡ p ⇒ p, C2 = A1 ⇒ B1 = (p ⇒ p) ⇒ p ≡ p. Indukcijom
se lako pokazuje A3k ≡ B3k+1 ≡ C3k+2 ≡ p, A3k+1 ≡ B3k+2 ≡ C3k ≡ p ⇒ p i A3k+2 ≡ B3k ≡ C3k+1 ≡ ¬p. (Treba
pokazati!!) Odavde zakǉuqujemo da su samo formule A3k+1, B3k+2, C3k, k ≥ 0 tautologije. Preostale formule nisu
ni tautologije ni kontradikcije. ¤

2 Pokazati da u iskaznom raqunu va�i: A ∧ (B ∧ C) ` C.

Rexeǌe: Poka�imo A ∧B ` B, tj. ¬(A ⇒ ¬B) ` B. Imamo:

1. Aksioma 1 ¬B ⇒ (A ⇒ ¬B)
2. Teorema (¬B ⇒ (A ⇒ ¬B)) ⇒ (¬(A ⇒ ¬B) ⇒ ¬¬B)
3. MP(1,2) ¬(A ⇒ ¬B) ⇒ ¬¬B
4. Hipoteza ¬(A ⇒ ¬B)
5. MP(3,4) ¬¬B
6. Teorema ¬¬B ⇒ B
7. MP(5,6) B

Odavde, A ∧ (B ∧ C) ` B ∧ C, a B ∧ C ` C, odakle konaqno A ∧ (B ∧ C) ` C. ¤

3 Ako u Bulovoj algebri va�i p ∧ q = p ∧ r i p ∨ q = p ∨ r, onda je q ∧ r′ = 0. Pokazati.

Rexeǌe: Primetimo da je po zakonu apsorbcije q = q ∧ (p ∨ q) = q ∧ (p ∨ r) = (q ∧ p) ∨ (q ∧ r) = (p ∧ r) ∨ (q ∧ r) =
(p ∨ q) ∧ r = (p ∨ r) ∧ r = r, odakle je q ∧ r′ = q ∧ q′ = 0. ¤

4 Za formulu F ≡ ∀x∀y∀z((p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒ p(z, x)) na�i model i kontramodel konaqnog domena.

Rexeǌe:
Model: Posmatrajmo skup D1 = {a} i strukturu D1 = (D1, I

L), IL(p) = pI , gde je pI(a, a) = >. Poka�imo D1 ² F .
Pretpostavimo suprotno da postoji valuacija v : V ar → D1 za koju va�i Iv(F ) = ⊥. Tada postoji valuacija v′ ∼x v
za koju va�i Iv′(∀y∀z((p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒ p(z, x))) = ⊥. Mora v′(x) = a. Daǉe, postoji valuacija v′′ ∼y v′ za koju va�i
Iv′′(∀z((p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒ p(z, x))) = ⊥. Jasno v′′(x) = v′(x) = a i mora v′′(y) = a. Daǉe, postoji valuacija v′′′ ∼z v′′

za koju va�i Iv′′′((p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒ p(z, x)) = ⊥. Jasno, v′′′(x) = x′′(x) = a, v′′′(y) = v′′(y) = a i mora v′′′(z) = a. Tada
dobijamo pI(a, a) ∧ pI(a, a) ⇒ pI(a, a) = ⊥, tj. > ∧> ⇒ > = ⊥ ili > ⇒ > = ⊥. Kontradikcija. Sledi D1 ² F .

Kontramodel: Posmatrajmo skup D2 = {a, b} i strukturu D2 = (D2, I
L), IL(p) = pI , gde je pI(a, a) = >, pI(a, b) =

>, pI(b, a) = ⊥, pI(b, b) = ⊥. Poka�imo D2 2 F . Pretpostavimo suprotno da za sve valuacije v : V ar → N va�i
Iv(F ) = >. Tada za sve valuacije v′ ∼x v va�i Iv′(∀y∀z((p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒ p(z, x))) = >. Uzmimo v′(x) = a. Daǉe, za
sve valuacije v′′ ∼y v′ va�i Iv′′(∀z((p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒ p(z, x))) = >. Jasno v′′(x) = v′(x) = a i uzmimo v′′(y) = a. Daǉe,
za sve valuacije v′′′ ∼z v′′ va�i Iv′′′((p(x, y) ∧ p(y, z)) ⇒ p(z, x)) = >. Jasno, v′′′(x) = x′′(x) = a, v′′′(y) = v′′(y) = a i
uzmimo v′′′(z) = b. Tada dobijamo pI(a, a) ∧ pI(a, b) ⇒ pI(b, a) = >, tj. > ∧ > ⇒ ⊥ = > ili > ⇒ ⊥ = >. Kontradikcija.
Sledi D2 2 F . ¤
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5 Metodom tabloa pokazati da je formula (∀x∃y(p(x, y) ⇒ ∃zq(x, z)) ∧ ∀x∀yp(x, y)) ⇒ ∀x∃zq(x, z) vaǉana.

Rexeǌe:

1. F(∀x∃y(p(x, y) ⇒ ∃zq(x, z)) ∧ ∀x∀yp(x, y)) ⇒ ∀x∃zq(x, z)
2.(1) T ∀x∃y(p(x, y) ⇒ ∃zq(x, z)) ∧ ∀x∀yp(x, y)

3.(1) F∀x∃zq(x, z)
4?.(2) T ∀x∃y(p(x, y) ⇒ ∃zq(x, z))

5?.(2) T ∀x∀yp(x, y)
6?.(3) F∃zq(a, z)

7.(4) T ∃y(p(a, y) ⇒ ∃zq(a, z))
8?.(5) T ∀yp(a, y)

9.(7) T p(a, b) ⇒ ∃zq(a, z)
10.(8) T p(a, b)

� �
11.(9) Fp(a, b) 12.(9) T ∃zq(a, z)
×(10,11) 13.(12) T q(a, c)

14.(6) Fq(a, c)
×(13,14)

Kako su sve grane tabloa zatvorene, to je formula vaǉana. ¤

6 Metodom rezolucije pokazati da je formula H ∧K ⇒ L vaǉana:

H = ∀x∀y(p(x, y) ⇒ ∃z(q(x, y, z) ∨ r(x, z, y))),
K = ∃x∃y∀z¬r(x, z, y),
L = ∀x∀yp(x, y) ⇒ ∃x∃y∃zq(x, y, z).

Rexeǌe: Predstavǉamo ¬F = H ∧K ∧ ¬L u preneks normalnoj formi. Imamo:

¬F = H ∧K ∧ ¬L = ∀x∀y(p(x, y) ⇒ ∃z(q(x, y, z) ∨ r(x, z, y))) ∧ ∃x∃y∀z¬r(x, z, y) ∧ ¬(∀x∀yp(x, y) ⇒ ∃x∃y∃zq(x, y, z)) =
= ∀x∀y(¬p(x, y) ∨ ∃z(q(x, y, z) ∨ r(x, z, y))) ∧ ∃x∃y∀z¬r(x, z, y) ∧ ¬(¬∀x∀yp(x, y) ∨ ∃x∃y∃zq(x, y, z)) =
= ∀x∀y∃z(¬p(x, y) ∨ q(x, y, z) ∨ r(x, z, y)) ∧ ∃x∃y∀z¬r(x, z, y) ∧ ∀x∀yp(x, y) ∧ ∀x∀y∀z¬q(x, y, z) =
= ∃x∃y[∀x∀y∃z(¬p(x, y) ∨ q(x, y, z) ∨ r(x, z, y)) ∧ ∀z¬r(x, z, y) ∧ ∀x∀yp(x, y) ∧ ∀x∀y∀z¬q(x, y, z)] =
= ∃x∃y[∀u∀v∃z(¬p(u, v) ∨ q(u, v, z) ∨ r(u, z, v)) ∧ ∀u¬r(x, u, y) ∧ ∀u∀vp(u, v) ∧ ∀u∀v∀w¬q(u, v, w)] =
= ∃x∃y∀u∀v[∃z(¬p(u, v) ∨ q(u, v, z) ∨ r(u, z, v)) ∧ ¬r(x, u, y) ∧ p(u, v) ∧ ∀w¬q(u, v, w)] =
= ∃x∃y∀u∀v∃z∀w[(¬p(u, v) ∨ q(u, v, z) ∨ r(u, z, v)) ∧ ¬r(x, u, y) ∧ p(u, v) ∧ ¬q(u, v, w)].

Posle skolemizacije: x 7→ a, y 7→ b, z 7→ f(u, v) dobijamo klauznu formu:

K = ∀u∀v∀w[(¬p(u, v) ∨ q(u, v, f(u, v)) ∨ r(u, f(u, v), v)) ∧ ¬r(a, u, b) ∧ p(u, v) ∧ ¬q(u, v, w)],

i za ǌu pokazujemo da je nezadovoǉiva metodom rezolucije.

C1 = {¬p(u1, v1), q(u1, v1, f(u1, v1)), r(u1, f(u1, v1), v1)}
C2 = {¬r(a, u2, b)}
C3 = {p(u3, v3)}
C4 = {¬q(u4, v4, w4)}
C5 = {¬p(a, b), q(a, b, f(a, b))} Res(C1, C2, 3, 1) [u1 7→ a, v1 7→ b, u2 7→ f(a, b)]
C6 = {q(a, b, f(a, b))} Res(C3, C5, 1, 1) [u3 7→ a, v3 7→ b]
C7 = ∅ Res(c4, C6, 1, 1) [u4 7→ a, v4 7→ b, w4 7→ f(a, b)]

Kako smo dobili praznu klauzu, to je klauzna forma K formule ¬F nezadovoǉiva, pa je i ¬F nezadovoǉiva, odakle
je F vaǉana. ¤
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