
Uvod u matematiqku logiku, Februar 2015. 7. februar 2015.

1. Na Ostrvu vernika i nevernika (vernici uvek govore istinu, nevernici uvek la�u) bra�a A i B su

sportisti. Poznato je da svaki od bra�e A i B igra ili fudbal ili koxarku. A i B, kao i �ihovi

prijate	i C i D, su dali slede�e izjave:

A: Ako sam ja fudbaler, onda je B koxarkax.

B: A je ili vernik ili koxarkax.

C: Taqno jedan od A i D je vernik.

D: Ako je A vernik, onda je i C vernik.

Xta mo�emo da zak	uqimo?

Rexe�e. Oznaqimo sa p iskaz \A je fudbaler.", a sa q iskaz \B je fudbaler." Tada ¬p i ¬q redom znaqe

\A je koxarkax." i \B je koxarkax." Iz datih izjava imamo:

a⇔ (p⇒ ¬q) = 1 (1)

b⇔ (a Y ¬p) = 1 (2)

c⇔ (a Y d) = 1 (3)

d⇔ (a⇒ c) = 1 (4)

Komentarixemo po slovu a. Ako je a = 1, tada iz (3) imamo da je c = ¬d, a iz (4) da je d = c, xto je

kontradikcija.

Dakle, a = 0, pa iz (1) imamo da je p = 1 i q = 1. Iz (2) je tada b = 0. Iz (4) je d = 1, pa je konaqno iz
(3) c = 1. Prema tome, A,B su nevernici i fudbaleri, a C i D su vernici. a

2. Neka je A proizvo	an skup i X,Y skupovi takvi da va�i: A ∩X = A ∩ Y i A ∪X = A ∪ Y . Dokazati
da je X = Y .

Rexe�e. Iz A ∩X = A ∩ Y imamo da je χA∩X = χA∩Y , tj. χAχX = χAχY (1),

a iz A ∪X = A ∪ Y imamo da je χA∪X = χA∪Y , tj. χA + χX + χAχX = χA + χY + χAχY (2).

Iz (1) i (2) sada sledi χA + χX = χA + χY , pa je χX = χY , odakle je X = Y . a

3. Neka je f : X
1-1−→ Y i A1, A2 ⊆ X, dokazati: f−1[f [A1]4f [A2]] = A14A2.

Rexe�e. Primetimo da f je 1-1 povlaqi da va�i: x ∈ A akko f(x) ∈ f [A]. (⇒ uvek va�i; ⇐ ako

f(x) ∈ f [A], tada po definiciji direktne slike postoji x′ ∈ A tako da f(x) = f(x′), pa kako je f 1-1, to

je x = x′ ∈ A.)
⊆: Neka x ∈ f−1[f [A1]4f [A2]] povlaqi f(x) ∈ f [A1]4f [A2]. Tada imamo dva slucaja. Prvi sluqaj:

f(x) ∈ f [A1] i f(x) /∈ f [A2]; prema prethodnoj napomeni tada x ∈ A1 i x /∈ A2, pa x ∈ A14A2. Drugi

sluqaj, f(x) /∈ f [A1] i f(x) ∈ f [A2], se sliqno razmatra.

⊇: Neka x ∈ A14A2. Imamo dva sluqaja. Prvi sluqaj: x ∈ A1 i x /∈ A2. Tada prema gor�oj napomeni

f(x) ∈ f [A1] i f(x) /∈ A2, pa f(x) ∈ f [A1]4f [A2], odakle x ∈ f−1[f [A1]4f [A2]]. Drugi sluqaj, x /∈ A1 i

x ∈ A2, se sliqno razmatra. a

4. Na partitivnom skupu skupa celih brojeva, P(Z), definisana je relacija ∼ sa: A ∼ B akko |A ∩ N| =
|B ∩ N|, gde je N skup prirodnih brojeva.

(1) Dokazati da je ∼ ekvivalencija na P(Z).
(2) Odrediti klase ∅/∼, {−5, 1000}/∼, {7}/∼ i Z/∼.

Rexe�e. Provera da je relacija ekvivalencija je trivijalna. Imamo da je:

A/∼ = {X | X ∼ A} = {X | |X ∩ N| = |A ∩ N|},

xto �e re�i da je klasa od A odre�ena samo sa brojem elemenata u skupu A ∩X. Prema tome:

∅/∼ = {X | |X ∩ N| = |∅ ∩ N|} = {X | |X ∩ N| = 0} = P(Z−),



gde je Z− skup negativnih celih brojeva.

Primetimo da je {−5, 1000} ∼ {7} jer oba skupa imaju po jedan prirodan broj u sebi. Prema tome:

{−5, 1000}/∼ = {7}/∼ = {X | |X ∩ N| = 1} = {{n} ∪X | n ∈ N, X ∈ P(Z−)}.

Konaqno Z/∼ je klasa skupova koji sadr�e beskonaqno mnogo prirodnih brojeva:

Z/∼ = {X | |X ∩ N| = ℵ0} = {X ∪ Y | X ∈ P∞(N), Y ∈ P(Z−)},

gde P∞(N) oznaqava skup beskonaqnih podskupova od N. a

5. Na skupu A = {α, β, γ, δ, ε, η} definisan je model A jezika L = {p, r} (ar p = 1, ar r = 2), slede�om slikom

(pA je predstav	en pravougaonikom, rA je predstav	en strelicama):
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Zapisati formule Fa(x), za sve a ∈ A, takve da Fa(x) definixe a.

Rexe�e. Model qini niz strelica: • // • // • // • // • // • i pozicija elementa u

ovom nizu ga jedinstveno odre�uje. Tako je npr. α definisana sa:

Fα(x) = ∃y1y2y3y4y5 [r(y1, x) ∧ r(x, y2) ∧ r(y2, y3) ∧ r(y3, y4) ∧ r(y4, y5)],

a β sa:

Fβ(x) = ∃y1y2y3y4y5 [r(y1, y2) ∧ r(y2, y3) ∧ r(y3, x) ∧ r(x, y4) ∧ r(y4, y5)].

Sliqno su definisani i ostali elementi. a


