
Uvod u matematiqku logiku
Januar 2008.

1 Nizovi formula An i Bn zadati su sa: A0 = ¬p, A1 = p, An+2 = An+1 ⇔ An; B0 = ¬p, Bn+1 = An ⇔ Bn. Odrediti
(ako postoje) sve n ∈ N za koje je An tautologija kao i sve n ∈ N za koje je An kontradikcija. Tako�e, odrediti sve
n ∈ N za koje je Bn tautologija kao i sve n ∈ N za koje je Bn kontradikcija.

Rexeǌe: Imamo jedno iskazno slovo, te dve interpretacije: I1(p) = >, I2(p) = ⊥. Posmatrajmo za trenutak tablicu:

p A0 B0 A1 B1 A2 B2 ...
I1 > ⊥ ⊥ > > ⊥ >
I2 ⊥ > > ⊥ > ⊥ ⊥

Posmatrajmo interpretaciju I1. Poka�imo indukcijom po n da va�i I1(A3n) = ⊥, I1(B3n) = ⊥, I1(A3n+1) =
>, I1(B3n+1) = >, I1(A3n+2) = ⊥, I1(B3n+2) = >. Za n = 0 tablica potvr�uje tvr�eǌe. Pretpostavimo da tvr�eǌe
va�i za n−1, tj. I1(A3n−3) = ⊥, I1(B3n−3) = ⊥, I1(A3n−2) = >, I1(B3n−2) = >, I1(A3n−1) = ⊥, I1(B3n−1) = > i poka�imo
da va�i za n. I1(A3n) = I1(A3n−1 ⇔ A3n−2) = ⊥ ⇔ > = ⊥, I1(B3n) = I1(A3n−1 ⇔ B3n−1) = ⊥ ⇔ > = ⊥, I1(A3n+1) =
I1(A3n ⇔ A3n−1) = ⊥ ⇔ ⊥ = >, I1(B3n+1) = I1(A3n ⇔ B3n) = ⊥ ⇔ ⊥ = >, I1(A3n+2) = I1(A3n+1 ⇔ A3n) = > ⇔ ⊥ = ⊥,
I1(B3n+2) = I1(A3n+1 ⇔ B3n+1) = > ⇔ > = >. Time smo pokazali tvr�eǌe.

Posmatrajmo sada interpretaciju I2. Poka�imo indukcijom po n da va�i I2(A3n) = >, I2(B3n) = >, I2(A3n+1) =
⊥, I2(B3n+1) = >, I2(A3n+2) = ⊥, I2(B3n+2) = ⊥. Za n = 0 tablica potvr�uje tvr�eǌe. Pretpostavimo da tvr�eǌe
va�i za n−1, tj. I2(A3n−3) = >, I2(B3n−3) = >, I2(A3n−2) = ⊥, I2(B3n−2) = >, I2(A3n−1) = ⊥, I2(B3n−1) = ⊥ i poka�imo
da va�i za n. I2(A3n) = I2(A3n−1 ⇔ A3n−2) = ⊥ ⇔ ⊥ = >, I2(B3n) = I2(A3n−1 ⇔ B3n−1) = ⊥ ⇔ ⊥ = >, I2(A3n+1) =
I2(A3n ⇔ A3n−1) = > ⇔ ⊥ = ⊥, I2(B3n+1) = I2(A3n ⇔ B3n) = > ⇔ > = >, I2(A3n+2) = I2(A3n+1 ⇔ A3n) = ⊥ ⇔ > = ⊥,
I2(B3n+2) = I2(A3n+1 ⇔ B3n+1) = ⊥ ⇔ > = ⊥. Time smo pokazali tvr�eǌe.

Iz prethodnog vidimo da su formule A3n+2, n ∈ N kontradikcije, formule B3n+1, n ∈ N tautologije, a sve ostale
nisu ni tautologije ni kontradikcije. ¤

2 Dokazati da u iskaznom raqunu va�i:

` (A ⇒ (B ∧ C)) ⇒ (A ⇒ (B ∨ C)).

Rexeǌe: Zamenom formula dobijamo formulu ` (A ⇒ ¬(B ⇒ ¬C)) ⇒ (A ⇒ (¬B ⇒ C)). Pokaza�emo A ⇒ ¬(B ⇒
¬C), A, ¬B ` C, a rezultat �e slediti trostrukom primenom stava dedukcije.

1. Hipoteza A ⇒ ¬(B ⇒ ¬C)
2. Hipoteza A
3. Hipoteza ¬B
4. MP(1,2) ¬(B ⇒ ¬C)
5. Teorema ¬B ⇒ (B ⇒ ¬C)
6. Teorema (¬B ⇒ (B ⇒ ¬C)) ⇒ (¬(B ⇒ ¬C) ⇒ ¬¬B)
7. MP(5,6) ¬(B ⇒ ¬C) ⇒ ¬¬B
8. MP(4,7) ¬¬B
9. Teorema ¬¬B ⇒ B
10. MP(8,9) B
11. A, ¬A ` B | (3,10) C ¤

3 Pokazati da u proizvoǉnoj Bulovoj algebri, za proizvoǉne x, y va�i:

x = 0 ako i sam ako x ∧ y = x ∧ y′.

Rexeǌe: (⇒) 0 ∧ y = 0 ∧ y′, tj. 0 = 0, xto je taqno.
(⇐) Imamo najpre x∧ y = x∧ (y ∧ y) = (x∧ y)∧ y = (x∧ y′)∧ y = x∧ (y′ ∧ y) = x∧ 0 = 0. Dakle x∧ y = x∧ y′ = 0. Sada

dobijamo x = x ∧ 1 = x ∧ (y ∨ y′) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ y′) = 0 ∨ 0 = 0. ¤
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4 Za formulu ∀x∀y∀z((p(x, y) ∧ p(x, z)) ⇒ p(c, f(y, z))) odrediti:
(a) Kontramodel konaqnog domena.
(b) Proizvoǉan model.

Rexeǌe: (a) Neka je skup D1 = {α, β}. Posmatrajmo strukturu D1 = (D1, I
L), gde je IL(f) = fI , IL(p) = pI , IL(c) = cI

dato sa:

pI α β
α >
β ⊥

fI α β
α β
β

cI = β.1

Poka�imo da je D1 2 F , gde je F naxa formula. Pretpostavimo suprotno da za sve valuacije v : V ar → D1 va�i
Iv(F ) = >. Tada za sve valuacije u ∼x v va�i Iu(∀y∀z((p(x, y) ∧ p(x, z)) ⇒ p(c, f(y, z)))) = >. Uzmimo da je u(x) = α.
Daǉe je za sve valuacije w ∼y u, Iw(∀z((p(x, y) ∧ p(x, z)) ⇒ p(c, f(y, z)))) = >. Jasno je w(x) = u(x) = α, a uzmimo
w(y) = α. I konaqno je za sve valuacije t ∼z w, It((p(x, y)∧ p(x, z)) ⇒ p(c, f(y, z))) = >. t(x) = w(x) = α, t(y) = w(y) = α,
a uzmimo t(z) = α. Imamo: (pI(α, α) ∧ pI(α, α)) ⇒ pI(cI , fI(α, α)) = >, tj. (pI(α, α) ∧ pI(α, α)) ⇒ pI(β, β) = >. Odatle
dobijamo (> ∧>) ⇒ ⊥ = >, tj. > ⇒ ⊥ = >, xto je kontradikcija. Sledi, D1 2 F .

(b) Poxto se tra�i proizvoǉan model, konstruiximo recimo konaqan, i to nad domenom D2 = {α}. Posmatrajmo
strukturu D2 = (D2, I

L), gde je IL(f) = fI , IL(p) = pI , IL(c) = cI dato sa:

fI(α, α) = α, pI(α, α) = >, cI = α.

Poka�imo da je D2 ² F . Pretpostavimo suprotno da postoji valuacija v : V ar → D2 za koju va�i Iv(F ) = ⊥. Tada
postoji valuacija u ∼x v za koju je Iu(∀y∀z((p(x, y) ∧ p(x, z)) ⇒ p(c, f(y, z)))) = ⊥. Mora biti u(x) = α. Daǉe, postoji
valuacija w ∼y u, Iw(∀z((p(x, y) ∧ p(x, z)) ⇒ p(c, f(y, z)))) = ⊥. Jasno je w(x) = u(x) = α, a mora biti w(y) = α. I
konaqno postoji valuacija t ∼z w, It((p(x, y) ∧ p(x, z)) ⇒ p(c, f(y, z))) = ⊥. t(x) = w(x) = α, t(y) = w(y) = α, a mora biti
t(z) = α. Imamo: (pI(α, α) ∧ pI(α, α)) ⇒ pI(cI , fI(α, α)) = ⊥, tj. (pI(α, α) ∧ pI(α, α)) ⇒ pI(α, α) = ⊥. Odatle dobijamo
(> ∧>) ⇒ > = ⊥, tj. > ⇒ > = ⊥, xto je kontradikcija. Sledi, D2 ² F . ¤

5 Metodom tabloa dokazati da je formula (H ∧K) ⇒ L vaǉana, gde je:

H = ∀x∀y(p(x, y) ⇒ ∃z(q(x, z, y) ∨ r(x, z, y))),
K = ∃x∃y∀z¬r(x, z, y),
L = ∀x∀yp(x, y) ⇒ ∃x∃y∃zq(x, z, y).

Rexeǌe:

1 FH ∧K ⇒ L
2(1) T H ∧K

3(1) FL
4(2) T H
5(2) TK

6(3) T ∀x∀yp(x, y)
7(3) F∃x∃y∃zq(x, z, y)
8(5) T ∃y∀z¬r(a, z, y)
9(8) T ∀z¬r(a, z, b)

10(4) T ∀y(p(a, y) ⇒ ∃z(q(a, z, y) ∨ r(a, z, y)))
11(10) T p(a, b) ⇒ ∃z(q(a, z, b) ∨ r(a, z, b))

� �
12(11) Fp(a, b) 13(11) T ∃z(q(a, z, b) ∨ r(a, z, b))
14(6) T ∀yp(a, y) 16(13) T q(a, c, b) ∨ r(a, c, b)
15(14) T p(a, b) � �
×(12, 15) 17(16) T q(a, c, b) 18(16) T r(a, c, b)

19(7) F∃y∃zq(a, z, y) 22(9) T ¬r(a, c, b)
20(19) F∃zq(a, z, b) 23(22) Fr(a, c, b)
21(20) Fq(a, c, b) ×(18, 23)

×(17, 21)

Kako su sve grane tabloa zatvorene, to je formula vaǉana. ¤

1Ostali unosi u tabelama nisu bitni, ali svakako treba da postoje zbog kompletnosti strukture.
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6 Metodom rezolucije dokazati da je formula vaǉana:

(∀x∃y(p(x, y) ⇒ ∃zq(x, z)) ∧ ∀x∀yp(x, y)) ⇒ ∀x∃zq(x, z).

Rexeǌe: Neka je F = (∀x∃y(p(x, y) ⇒ ∃zq(x, z)) ∧ ∀x∀yp(x, y)) ⇒ ∀x∃zq(x, z). Tra�imo preneks normalnu formu za ¬F .

¬F = ¬[(∀x∃y(p(x, y) ⇒ ∃zq(x, z)) ∧ ∀x∀yp(x, y)) ⇒ ∀x∃zq(x, z)] =
= ¬[¬(∀x∃y(¬p(x, y) ∨ ∃zq(x, z)) ∧ ∀x∀yp(x, y)) ∨ ∀x∃zq(x, z)] =
= (∀x∃y(¬p(x, y) ∨ ∃zq(x, z)) ∧ ∀x∀yp(x, y)) ∧ ∃x∀z¬q(x, z) =
= ∃x[∀x(∃y∃z(¬p(x, y) ∨ q(x, z)) ∧ ∀yp(x, y)) ∧ ∀z¬q(x, z)] =
= ∃x[∀t(∃y∃z(¬p(t, y) ∨ q(t, z)) ∧ ∀yp(t, y)) ∧ ∀t¬q(x, t)] =
= ∃x∀t[∃y∃z(¬p(t, y) ∨ q(t, z)) ∧ ∀yp(t, y) ∧ ¬q(x, t)] =
= ∃x∀t∃y∃z[(¬p(t, y) ∨ q(t, z)) ∧ ∀up(t, u) ∧ ¬q(x, t)] =
= ∃x∀t∃y∃z∀u[(¬p(t, y) ∨ q(t, z)) ∧ p(t, u) ∧ ¬q(x, t)].

Posle skolemizacije: x 7→ a, y 7→ f(t), z 7→ g(t) dobijamo klauznu formu:

K = ∀t∀u[(¬p(t, f(t)) ∨ q(t, g(t))) ∧ p(t, u) ∧ ¬q(a, t)],

za koju pokazujemo da je nezadovoǉiva metodom rezolucije.

C1 = {¬p(t1, f(t1)), q(t1, g(t1))}
C2 = {p(t2, u2)}
C3 = {¬q(a, t3)}
C4 = {q(t4, g(t4))} Res(C1, C2, 1, 1) [t2 7→ t1, u2 7→ f(t1), t1 7→ t4]
C5 = ∅ Res(C3, C4, 1, 1) [t4 7→ a, t3 7→ g(a)]

Kako smo dobili praznu klauzu, to je klauzna forma K formule ¬F nezadovoǉiva, pa je i ¬F nezadovoǉiva,
odakle je F vaǉana. ¤

Slavko Mocoǌa
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