
Uvod u matematiqku logiku, Januar 2013. (A) I i IV tok 20. januar 2013.

1. Odrediti sve neekvivalentne iskazne formule A u kojima se javǉaju slova p, q, r takve
da je formula F = (p⇒ A) ∧ (q ⇒ A) ∧ (r ⇒ A) tautologija.

Rexeǌe. Napiximo tablicu formule F :

p q r A B = p⇒ A C = q ⇒ A D = r ⇒ A F = B ∧ C ∧D
0 0 0 a1 1 1 1 1
0 0 1 a2 1 1 a2 a2
0 1 0 a3 1 a3 1 a3
0 1 1 a4 1 a4 a4 a4
1 0 0 a5 a5 1 1 a5
1 0 1 a6 a6 1 a6 a6
1 1 0 a7 a7 a7 1 a7
1 1 1 a8 a8 a8 a8 a8

Formula F je tautologija ako i samo ako je a2 = a3 = a4 = a5 = a6 = a7 = a8 = 1,
a1 ∈ {0, 1}. Prema tome imamo dve neekvivalentne formule A1 i A2 koje zadovoǉavaju
dati uslov, i zadate su tablicama:

p q r A1 A2

0 0 0 0 1
0 0 1 1 1
0 1 0 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 0 1 1 1
1 1 0 1 1
1 1 1 1 1

Mo�emo da uzmemo A1 = p ∨ q ∨ r i A2 = p ∨ ¬p. �

2. Metodom rezolucije dokazati da je formula
F = [(q ⇒ s) ∧ (r ⇒ s)]⇒ [(p⇒ q ∨ r)⇒ (p⇒ s)] tautologija.

Rexeǌe. Zapiximo formulu ¬F u KNFu:

¬F ≡ [(q ⇒ s) ∧ (r ⇒ s)] ∧ ¬[(p⇒ q ∨ r)⇒ (p⇒ s)]

≡ (¬q ∨ s) ∧ (¬r ∨ s) ∧ (p⇒ q ∨ r) ∧ ¬(p⇒ s)

≡ (¬q ∨ s) ∧ (¬r ∨ s) ∧ (¬p ∨ q ∨ r) ∧ p ∧ ¬s

Imamo 5 klauza. Doka�imo ∅:

C1 = {¬q, s}
C2 = {¬r, s}
C3 = {¬p, q, r}
C4 = {p}
C5 = {¬s}
C6 = {¬q} Res(C1, C5; s,¬s)
C7 = {¬r} Res(C2, C5; s,¬s)
C8 = {q, r} Res(C3, C4;¬p, p)
C9 = {r} Res(C6, C8;¬q, q)
C10 = ∅ Res(C7, C9;¬r, r)

Odavsde je ¬F kontradikcija, pa je F tautologija. �



3. Dokazati da u Bulovoj algebri va�i: x = 1 ako i samo ako y = (x ∨ y′) ∧ (x′ ∨ y).

Rexeǌe. Smer (⇒) je trivijalan, jer ako je x = 1, tada je (x∨y′)∧(x′∨y) = (1∨y′)∧(y∨0) =
1 ∧ y = y.

(⇐) Neka je y = (x ∨ y′) ∧ (x′ ∨ y). Tada je:

y = y ∧ y = (x ∨ y′) ∧ (x′ ∨ y) ∧ y = (x ∨ y′) ∧ y = (x ∧ y) ∨ (y′ ∧ y) = x ∧ y,

pa je x ∨ y = x ∨ (x ∧ y) = x. A sa druge strane je:

x ∨ y = x ∨ [(x ∨ y′) ∧ (x′ ∨ y)] = (x ∨ x ∨ y′) ∧ (x ∨ x′ ∨ y) = (x ∨ y′) ∧ 1 = x ∨ y′.

Odavde je x ∨ y ∨ y = x ∨ y′ ∨ y = 1, tj. x ∨ y = 1, pa konaqno imamo x = x ∨ y = 1. �

4. Na�i kontramodel za formulu ∀x (∀y p(x, y)⇒ ∀y p(y, x)).

Rexeǌe. Uoqimo model K = ({α, β}, pK), gde je pK predikat dat tablicom:

pK α β
α 1 1
β 0 ?

.

Doka�imo da je K 2 ∀x (∀y p(x, y) ⇒ ∀y p(y, x)). Pretpostavimo suprotno da je K �
∀x (∀y p(x, y) ⇒ ∀y p(y, x)). Tada za sve valuacije v : Var −→ {α, β} va�i ∀x (∀y p(x, y) ⇒
∀y p(y, x)) =v 1. Tada za sve d ∈ {α, β} va�i ∀y p(d, y) ⇒ ∀y p(y, d) =v 1; specijalno za
d = α imamo ∀y p(α, y)⇒ ∀y p(y, α) =v 1. Primetimo kako je pK(β, α) = 0, to je p(β, α) =v 0,
odakle je ∀y p(y, α) =v 0. Dakle, ∀y p(α, y) =v 0, odakle za sve e ∈ {α, β} va�i p(α, e) =v 0,
tj. pK(α, e) = 0. Ali kako e ∈ {α, β}, ovo je kontradikcija. �

6. Po definiciji dokazati da je formula ∀x ∀y ∃z [p(x)⇒ (q(y)⇒ p(z))] vaǉana.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno da 2 ∀x ∀y ∃z [p(x) ⇒ (q(y) ⇒ p(z))], i neka je K =
(D, pK, qK) 2 ∀x ∀y ∃z [p(x) ⇒ (q(y) ⇒ p(z))]. Neka je v : Var −→ D valuacija takva da je
∀x ∀y ∃z [p(x)⇒ (q(y)⇒ p(z))] =v 0.

Tada postoji element a ∈ D takav da ∀y ∃z [p(a) ⇒ (q(y) ⇒ p(z))] =v 0. Odavde sledi
da postoji element b ∈ D takav da je ∃z [p(a) ⇒ (q(b) ⇒ p(z))] =v 0. Daǉe zakǉuqujemo
da za sve elemente d ∈ D va�i p(a) ⇒ (q(b) ⇒ p(d)) =v 0; specijalno za d = a imamo
p(a) ⇒ (q(b) ⇒ p(a)) =v 0. Sada je p(a) =v 1 i q(b) ⇒ p(a) =v 0, odakle je q(b) =v 1 i
p(a) =v 0. Kontradikcija. �



5. Metodom tabloa dokazati da je formula
[∃x (p(x)⇒ q(x)) ∧ ∀x (p(x)⇒ ∃y r(x, y))]⇒ [∃x ∃y (q(x) ∧ r(x, y)) ∨ ∃x¬p(x)] vaǉana.

Rexeǌe. 0.F [∃x (p(x)⇒ q(x)) ∧ ∀x (p(x)⇒ ∃y r(x, y))]⇒ [∃x ∃y (q(x) ∧ r(x, y)) ∨ ∃x¬p(x)]

1(0) T ∃x (p(x)⇒ q(x)) ∧ ∀x (p(x)⇒ ∃y r(x, y))

2(0)F ∃x ∃y (q(x) ∧ r(x, y)) ∨ ∃x¬p(x)

3(1) T ∃x (p(x)⇒ q(x))

4?(1) T ∀x (p(x)⇒ ∃y r(x, y))

5?(2)F ∃x ∃y (q(x) ∧ r(x, y))

6?(2)F ∃x¬p(x)

7(3) T p(a)⇒ q(a)

8(4) T p(a)⇒ ∃y r(a, y)

9?(5)F ∃x (q(a) ∧ r(a, y))

10(6)F ¬p(a)

11(10) T p(a)

12(7)F p(a)

×(11, 12)

13(7) T q(a)

14(8)F p(a)

×(11, 14)

15(8) T ∃y r(a, y)

16(15) T r(a, b)

17(9)F q(a) ∧ r(a, b)

18(17)F q(a)

×(13, 18)

19(17)F r(a, b)

×(16, 19)
�

Studenti koji pola�u ceo ispit rade zadatke: 1, 2, 3, 4. i 5.

Studenti koji pola�u drugi deo rade zadatke: 3, 4, 5. i 6.



Uvod u matematiqku logiku, Januar 2013. (B) I i IV tok 20. januar 2013.

1. Odrediti sve neekvivalentne iskazne formule A u kojima se javǉaju slova p, q, r takve
da je formula F = (A⇒ p) ∧ (A⇒ q) ∧ (A⇒ r) tautologija.

Rexeǌe. Napiximo tablicu formule F :

p q r A B = A⇒ p C = A⇒ q D = A⇒ r F = B ∧ C ∧D
0 0 0 a1 ¬a1 ¬a1 ¬a1 ¬a1
0 0 1 a2 ¬a2 ¬a2 1 ¬a2
0 1 0 a3 ¬a3 1 ¬a3 ¬a3
0 1 1 a4 ¬a4 1 1 ¬a4
1 0 0 a5 1 ¬a5 ¬a5 ¬a5
1 0 1 a6 1 ¬a6 1 ¬a6
1 1 0 a7 1 1 ¬a7 ¬a7
1 1 1 a8 1 1 1 1

Formula F je tautologija ako i samo ako je a1 = a2 = a3 = a4 = a5 = a6 = a7 = 0,
a8 ∈ {0, 1}. Prema tome imamo dve neekvivalentne formule A1 i A2 koje zadovoǉavaju
dati uslov, i zadate su tablicama:

p q r A1 A2

0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0
0 1 1 0 0
1 0 0 0 0
1 0 1 0 0
1 1 0 0 0
1 1 1 0 1

Mo�emo da uzmemo A1 = p ∧ ¬p i A2 = p ∧ q ∧ r. �

2. Metodom rezolucije dokazati da je formula
F = [(s⇒ p) ∧ (s⇒ q)]⇒ [(p ∧ q ⇒ r)⇒ (s⇒ r)] tautologija.

Rexeǌe. Zapiximo formulu ¬F u KNFu:

¬F ≡ [(s⇒ p) ∧ (s⇒ q)] ∧ ¬[(p ∧ q ⇒ r)⇒ (s⇒ r)]

≡ (¬s ∨ p) ∧ (¬s ∨ q) ∧ (p ∧ q ⇒ r) ∧ ¬(s⇒ r)

≡ (¬s ∨ p) ∧ (¬s ∨ q) ∧ (¬(p ∧ q) ∨ r) ∧ s ∧ ¬r
≡ (¬s ∨ p) ∧ (¬s ∨ q) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ r) ∧ s ∧ ¬r

Imamo 5 klauza. Doka�imo ∅:

C1 = {¬s, p}
C2 = {¬s, q}
C3 = {¬p,¬q, r}
C4 = {s}
C5 = {¬r}
C6 = {p} Res(C1, C4;¬s, s)
C7 = {q} Res(C2, C4;¬s, s)
C8 = {¬p,¬q} Res(C3, C5; r,¬r)
C9 = {¬q} Res(C6, C8; p,¬p)
C10 = ∅ Res(C7, C9; q,¬q)

Odavsde je ¬F kontradikcija, pa je F tautologija. �



3. Dokazati da u Bulovoj algebri va�i: x = 0 ako i samo ako y = (x ∧ y′) ∨ (x′ ∧ y).

Rexeǌe. Smer (⇒) je trivijalan, jer ako je x = 0, tada je (x∧y′)∨(x′∧y) = (0∧y′)∨(y∧1) =
0 ∨ y = y.

(⇐) Neka je y = (x ∧ y′) ∨ (x′ ∧ y). Tada je:

y = y ∨ y = (x ∧ y′) ∨ (x′ ∧ y) ∨ y = (x ∧ y′) ∨ y = (x ∨ y) ∧ (y′ ∨ y) = x ∨ y,

pa je x ∧ y = x ∧ (x ∨ y) = x. A sa druge strane je:

x ∧ y = x ∧ [(x ∧ y′) ∨ (x′ ∧ y)] = (x ∧ x ∧ y′) ∨ (x ∧ x′ ∧ y) = (x ∧ y′) ∨ 0 = x ∧ y′.

Odavde je x ∧ y ∧ y = x ∧ y′ ∧ y = 0, tj. x ∧ y = 1, pa konaqno imamo x = x ∧ y = 0. �

4. Na�i model za formulu ∃x (∀y p(x, y) ∧ ∃y ¬p(y, x)).

Rexeǌe. Uoqimo model M = ({α, β}, pM), gde je pM predikat dat tablicom:

pM α β
α 1 1
β 0 ?

.

Doka�imo da je M � ∃x (∀y p(x, y) ∧ ∃y ¬p(y, x)). Pretpostavimo suprotno da je M 2
∃x (∀y p(x, y) ∧ ∃y ¬p(y, x)). Tada postoji valuacija v : Var −→ {α, β} va�i ∃x (∀y p(x, y) ∧
∃y ¬p(y, x)) =v 0. Tada za sve d ∈ {α, β} va�i ∀y p(d, y) ∧ ∃y ¬p(y, d) =v 0; specijalno za
d = α imamo ∀y p(α, y)∧∃y ¬p(y, α) =v 0. Primetimo kako je pM(β, α) = 0, to je ¬p(β, α) =v 1,
odakle je ∃y ¬p(y, α) =v 1. Dakle, ∀y p(α, y) =v 0, odakle za sve e ∈ {α, β} va�i p(α, e) =v 0,
tj. pM(α, e) = 0. Ali kako e ∈ {α, β}, ovo je kontradikcija. �

6. Po definiciji dokazati da je formula ∀x ∃y ∀z [p(x)⇒ (¬p(y)⇒ q(z))] vaǉana.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno da 2 ∀x ∃y ∀z [p(x) ⇒ (¬p(y) ⇒ q(z))], i neka je K =
(D, pK, qK) 2 ∀x∃y ∀z [p(x) ⇒ (¬p(y) ⇒ q(z))]. Neka je v : Var −→ D valuacija takva da je
∀x∃y ∀z [p(x)⇒ (¬p(y)⇒ q(z))] =v 0.

Tada postoji element a ∈ D takav da ∃y ∀z [p(a)⇒ (¬p(y)⇒ q(z))] =v 0. Odavde sledi da
za sve elemente d ∈ D va�i ∀z [p(a) ⇒ (¬p(d) ⇒ q(z))] =v 0; specijalno za d = a imamo
∀z [p(a) ⇒ (¬p(a) ⇒ q(z))] =v 0. Daǉe zakǉuqujemo da postoji element b ∈ D takav da
p(a) ⇒ (¬p(a) ⇒ q(b)) =v 0. Sada je p(a) =v 1 i ¬p(a) ⇒ q(b) =v 0, odakle je ¬p(a) =v 1 i
q(b) =v 0. Kontradikcija. �



5. Metodom tabloa dokazati da je formula
[∀x (p(x)⇒ q(x)) ∧ ∃x (p(x)⇒ ∃y r(x, y))]⇒ [∃x ∃y (q(x) ∧ r(x, y)) ∨ ∃x¬p(x)] vaǉana.

Rexeǌe. 0.F [∀x (p(x)⇒ q(x)) ∧ ∃x (p(x)⇒ ∃y r(x, y))]⇒ [∃x ∃y (q(x) ∧ r(x, y)) ∨ ∃x¬p(x)]

1(0) T ∀x (p(x)⇒ q(x)) ∧ ∃x (p(x)⇒ ∃y r(x, y))

2(0)F ∃x ∃y (q(x) ∧ r(x, y)) ∨ ∃x¬p(x)

3?(1) T ∀x (p(x)⇒ q(x))

4(1) T ∃x (p(x)⇒ ∃y r(x, y))

5?(2)F ∃x ∃y (q(x) ∧ r(x, y))

6?(2)F ∃x¬p(x)

7(4) T p(a)⇒ ∃y r(a, y)

8(3) T p(a)⇒ q(a)

9?(5)F ∃x (q(a) ∧ r(a, y))

10(6)F ¬p(a)

11(10) T p(a)

12(7)F p(a)

×(11, 12)

13(7) T ∃y r(a, y)

14(13) T r(a, b)

15(9)F q(a) ∧ r(a, b)

16(8)F p(a)

×(11, 16)

17(8) T q(a)

18(15)F q(a)

×(17, 18)

19(15)F r(a, b)

×(14, 19)
�

Studenti koji pola�u ceo ispit rade zadatke: 1, 2, 3, 4. i 5.

Studenti koji pola�u drugi deo rade zadatke: 3, 4, 5. i 6.


