
Uvod u matematiqku logiku, Januar 2015. 24. januar 2015.

1. Na Ostrvu vernika i nevernika (vernici uvek govore istinu, nevernici uvek la�u) u toku je veliki

festival piva. Tradicionalno na festivalu su organizovana takmiqe�a u dve discipline: Brzo ispi-

ja�e krigle i Ko vixe popije u minuti. Takmiqar A se takmiqi u taqno jednoj disciplini. On i

�egovi prijate	i B, C, D i E su dali slede�e izjave:

A: Ako je B vernik, onda je i C vernik.

B: Ako je C vernik, onda se A takmiqi u Brzom ispija�u krigle.

C: A je nevernik ili se takmiqi u Ko vixe popije u minuti.

D: B mo�e da izjavi da se A takmiqi u Brzom ispija�u krigle.

E: Ako se A takmiqi u Brzom ispija�u krigle, onda je C nevernik.

Xta mo�emo da zak	uqimo?

Rexe�e. Oznaqimo sa a (b, c, d, e) izkaze \A (B,C,D,E) je vernik.". Oznaqimo sa p iskaz \A se takmiqi

u Brzom ispija�u krigle.". Tada prema postavci zadatka ¬p znaqi \A se takmiqi u Ko vixe popije u

minuti.". Iz iskaza zak	uqujemo:

a⇔ (b⇒ c) = 1 (1)

b⇔ (c⇒ p) = 1 (2)

c⇔ (¬a ∨ ¬p) = 1 (3)

d⇔ (b⇔ p) = 1 (4)

e⇔ (p⇒ ¬c) = 1 (5)

Komentarixemo po slovu a. Ako je a = 0, tada iz (1) b ⇒ c = 0, tj. b = 1 i c = 0. Sada (3) postaje

1 = 0⇔ (¬0 ∨ ¬p) = 0⇔ (1 ∨ ¬p) = 0⇔ 1 = 0, xto je kontradikcija.

Dakle, a = 1 . Iz (3) je 1 = c⇔ (¬1 ∨ ¬p) = c⇔ (0 ∨ ¬p) = c⇔ ¬p, odakle je c = ¬p . Sada (5) postaje
1 = e⇔ (p⇒ ¬¬p) = e⇔ 1, tj. e = 1 . Tako�e, (2) postaje 1 = b⇔ (c⇒ ¬c) = b⇔ ¬c, odakle je b = ¬c .
Prema (1) je 1 = 1 ⇔ (b ⇒ ¬b) = 1 ⇔ ¬b, odakle je b = 0 , pa je c = 1 i p = 0 . Konaqno iz (4) je

1 = d⇔ (0⇔ 0) = d⇔ 1, tj. d = 1 .

Prema tome, A,C,D,E vernici, B nevernik i A se takmiqi u Ko vixe popije u minuti. a

2. Dokazati skupovni identitet: Ar (B r C) = (ArB) ∪ (A ∩ C).

Rexe�e. Raqunom karakteristiqnih funkcija dobijamo:

χAr(BrC) = χA + χAχBrC = χA + χA(χB + χBχC) = χA + χAχB + χAχBχC i

χ(ArB)∪(A∩C) = χArB + χA∩C + χArBχA∩C = χA + χAχB + χAχC + (χA + χAχB)χAχC =

χA + χAχB + χAχC + χ2
AχC + χ2

AχBχC = χA + χAχB +���χAχC +���χAχC + χAχBχC = χA + χAχB + χAχBχC .

Kako su karakteristiqne funkcije jednake, va�i i dati skupovni identitet. a

3. Neka su f, g : X −→ Y . Dokazati da je f = g ako i samo ako za sve A ⊆ X va�i f−1[g[A]] ⊇ A.

Rexe�e. ⇒: Neka je f = g. Treba da doka�emo da je f−1[f [A]] ⊇ A. Neka x ∈ A. Tada f(x) ∈ f [A], po
definiciji direktne slike, pa x ∈ f−1[f [A]] po definiciji inverzne.

⇐: Pretpostavimo da za sve A ⊆ X va�i f−1[g[A]] ⊇ A. Neka je x ∈ X proizvo	an, dokaza�emo da je

f(x) = g(x), xto povlaqi f = g. Uoqimo jednoqlan skup A = {x}. Tada je g[A] = {g(x)}. Prema uslovu
A ⊆ f−1[g[A]] imamo x ∈ f−1[g[A]]. Prema definiciji inverzne slike f(x) ∈ g[A], a g[A] = {g(x)}.
Dakle, f(x) = g(x). a

4. Neka su x i y elementi Bulove algebre B. Ako je x ∧ y � x, dokazati da je y � x ∨ y.

Rexe�e. Jasno je da je y ≤ x∨y (npr. zbog apsorbcije je y∧(x∨y) = y). Treba jox da doka�imo y 6= x∨y.
Ako pretpostavimo suprotno da je y = x ∨ y, tada je x ∧ y = x ∧ (x ∨ y) = x, xto je u kontradikciji sa

pretpostavkom. a



5. Na skupu A = {α, β, γ, δ, ε, η} definisan je model A jezika L = {p, r} (ar p = 1, ar r = 2), slede�om slikom

(pA je predstav	en pravougaonikom, rA je predstav	en strelicama):

α

�� ��

β

�� ��
γ // δ // ε η

Zapisati formule Fa(x), za sve a ∈ A, takve da Fa(x) definixe a.

Rexe�e. α je jedini element u p-u iz koga ide strelica u element iz koga ide strelica:

Fα(x) = p(x) ∧ ∃y∃z[r(x, y) ∧ r(y, z)].

β je jedini elemnt u p-u iz koga ide strelica u element iz koga ne ide strelica:

Fβ(x) = p(x) ∧ ∃y[r(x, y) ∧ ∀z¬r(y, z)].

γ je jedini element van p-a iz koga ide strelica u element iz koga ide strelica:

Fγ(x) = ¬p(x) ∧ ∃y∃z[r(x, y) ∧ r(y, z)].

δ je jedini element u koga ulazi strelica iz elementa van p-a i iz koga ide strelica:

Fδ(x) = ∃y(¬p(y) ∧ r(y, x)) ∧ ∃yr(x, y).

ε je jedini element u koga ulazi strelica iz elementa u koga ulazi strelica iz elementa van p-a:

Fε(x) = ∃y∃z[¬p(y) ∧ r(y, z) ∧ r(z, x)].

η je jedini element iz koga ne ide nijedna strelica i u koga ne ulazi strelica iz elementa van p-a:

Fη(x) = ∀y¬r(x, y) ∧ ∀y(¬p(y)⇒ ¬r(y, x)).

a


