
Uvod u matematiqku logiku (1o1 i 1o4), Januar 2016.

1. (a) Na Ostrvu vernika i nevernika, iz grupe stanovnika A,B,C,D,E i F imamo slede�e izjave:

B: Bar jedan od E i F je vernik.

C: Bar jedan od D i E je nevernik.

D: A je vernik, a E nevernik.

E: Ako je A vernik, onda je i F vernik.

F : Ako je A vernik, onda je B nevernik.

Xta iz prethodnih izjava mo�emo da zak	uqimo?

(b) Prirodnom dedukcijom dokazati: b⇔ e ∨ f, f ⇔ (a⇒ ¬b) ` b.

Rexe�e. (a) Oznaqimo sa a, b, c, d, e, f redom iskaze A,B,C,D,E, F je vernik. Imamo:

b⇔ e ∨ f = 1 (1)

c⇔ ¬d ∨ ¬e = 1 (2)

d⇔ a ∧ ¬e = 1 (3)

e⇔ (a⇒ f) = 1 (4)

f ⇔ (a⇒ ¬b) = 1 (5)

Slovo koje se najvixe pojav	u u prethodnim jednakostima je e, pa �emo komentarisati po �emu.

Ako je e = 0, iz (4) dobijamo da je a = 1 i f = 0. Iz (1) je tada b = 0. Sada je a⇒ ¬b = 1, a f = 0,
xto je u kontradikciji sa (5).

Dakle, e = 1. Iz (1) sledi b = 1, a iz (3) d = 0; direktno iz (2) sledi c = 1. Da	e imamo je

a ⇒ ¬b = a ⇒ 0 = ¬a, pa je iz (5) f = ¬a. Tada je a ⇒ f = a ⇒ ¬a = ¬a, pa je iz (4) 1 = ¬a, tj.
a = 0; odatle direktno f = ¬a = 1.

Prema tome rexe�e je: A i D su nevernici, a B,C,E i F su vernici.

(b) Izvo�e�e je:

1. b⇔ e ∨ f pp

2. f ⇔ (a⇒ ¬b) pp

3. | ¬b dodatna pp

4. | | a dodatna pp

5. | | ¬b slab	e�e 3

6. | a⇒ ¬b ⇒U na 4{5

7. | (a⇒ ¬b)⇒ f ⇔E na 2

8. | f MP na 6 i 7

9. | e ∨ f ∨U na 8

10. | e ∨ f ⇒ b ⇔E na 1

11. | b MP na 9 i 10

12. | ⊥ ¬E na 3 i 11

13. b ⊥c na 3{12

2. Ako skupovi A,B,C zadovo	avaju (A ∪ C) ∩B = (B ∪ C)rA, dokazati da je B ⊆ C ⊆ A ∪B.

Rexe�e. Pretpostavimo da je (A ∪ C) ∩B = (B ∪ C)rA.

Prvi naqin. Doka�imo najpre da je B ⊆ C. Pretpostavimo suprotno. Tada postoji x takav da

x ∈ B i x /∈ C. Posmatrajmo dva sluqaja: x ∈ A i x /∈ A. Ako x ∈ A, tada x /∈ (B ∪ C) r A, pa po
pretpostavci x /∈ (A ∪ C) ∩ B; kako x ∈ B to znaqi x /∈ A ∪ C, specijalno x /∈ A; kontradikcija.
Ako x /∈ A, tada x /∈ A ∪ C (jer x /∈ C), pa x /∈ (A ∪ C) ∩ B; po pretpostavci tada x /∈ (B ∪ C)r A,
pa kako x ∈ B ∪ C (jer x ∈ B), dobijamo x ∈ A; ponovo kontradikcija. Kako nijedan sluqaj nije

mogu�, zak	uqujemo da zaista B ⊆ C.
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Doka�imo sada da je C ⊆ A∪B. Pretpostavimo suprotno . Tada postoji element x takav da x ∈ C
i x /∈ A∪B, tj. x /∈ A i x /∈ B. Tada x /∈ (A∪C)∩B, jer x /∈ B, pa po pretpostavci x /∈ (B ∪C)rA.
Me�utim, x ∈ C povlaqi x ∈ B ∪C, pa iz x /∈ A dobijamo x ∈ (B ∪C)rA. Kontradikcija. Dakle,
va�i C ⊆ A ∪B.
Drugi naqin. Iskoristimo karakteristiqne funkcije. Karakteristiqna funkcija skupa na

levoj strani je:

χ(A∪C)∩B = χA∪CχB = (χA + χC + χAχC)χB = χAχB + χBχC + χAχBχC ;

a skupa na desnoj strani je:

χ(B∪C)rA = χB∪C + χB∪CχA = χB + χC + χBχC + χAχB + χAχC + χAχBχC .

Imamo da je (A ∪ C) ∩ B = (B ∪ C) r A akko χ(A∪C)∩B = χ(B∪C)rA, tj. kako vidimo iz prethodnog

raquna akko χB + χC + χAχC = 0. Ovaj uslov mo�emo da zapixemo kao χB = χC + χCχA = χCrA.

Dakle, polazna pretpostavka je ekvivalentna sa B = C rA.

Iz B = C rA je oqigledno B ⊆ C. Tako�e, C = (C rA) ∪ (C ∩A) = B ∪ (C ∩A) ⊆ B ∪A = A ∪B.
Tre�i naqin. U prethodnom izvo�e�u smo doxli do toga da je polazna pretpostavka ekvivalentna

χB = χC + χCχA.

B ⊆ C akko B = B ∩ C akko χB = χBχC . Kako je χBχC = (χC + χCχA)χC = χC + χCχA = χB, to

zak	uqujemo da va�i B ⊆ C.
C ⊆ A ∪ B akko C ∩ (A ∪ B) = C akko χCχA∪B = χC akko χCχA + χCχB + χCχAχB = χC . Kako

je χCχA + χCχB + χCχAχB = χCχA + χC(χC + χCχA) + χCχA(χC + χCχA) = χCχA + χC + χCχA +
χCχA + χCχA = χC , zak	uqujemo da va�i C ⊆ A ∪B.

3. Neka je f : X −→ Y . Dokazati da je f 1-1 ako za sve jednoqlane skupove A ⊆ X va�i:

f [A] ∩ f [X rA] = ∅.

Rexe�e. Pretpostavimo suprotno, tj. neka f nije 1-1. Izaberimo x1, x2 ∈ X takve da x1 6= x2 i

f(x1) = f(x2) = y.

Uoqimo skup A = {x1}. Kako x2 6= x1, to x2 /∈ A, tj. x2 ∈ X rA.

Imamo da x1 ∈ A povlaqi y = f(x1) ∈ f [A], a x2 ∈ X r A povlaqi y = f(x2) ∈ f [X r A]. Dakle,
y ∈ f [X] ∩ f [X rA], xto je u kontradikciji sa pretpostavkom da je f [A] ∩ f [X rA] = ∅.

4. Konstruisati bijekciju izme�u skupova:

A = {2m | m ∈ Z} i B = {2n+ 1 | n ∈ N}.

Rexe�e. Setimo se da je sa:

f(m) =

{
2m m ≥ 0

−2m− 1 m < 0

data bijekcija f : Z −→ N. Sa g(a) = a/2 je oqigledno data bijekcija g : A −→ Z, a sa h(n) = 2n+1
bijekcija h : N −→ B. Kompozicija h◦f ◦g : A −→ B je tra�ena bijekcija. Eksplicitno, za a ∈ A:

a
g−→ a

2

f−→
{

a a ≥ 0
−a− 1 a < 0

h−→
{

2a+ 1 a ≥ 0
−2a− 1 a < 0

.

5. (a) Na slici je dat model jezika L = {q}
(ar(q) = 2 i q je predstav	eno streli-

com). Za svaki element modela odrediti

formulu koja ga definixe.

a

��

boo //

�� �� ��

c

d e // f

OO

(b) Koji elementi zadovo	avaju slede�e formule?

• ∀ y q(x, y); • ∃ yz (q(y, x)∧q(z, y)); • ∃ yz (q(y, x)∧q(z, x)∧q(y, z)); • ∃ yz (q(y, x)∧q(z, x)∧¬q(y, z)).
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Rexe�e. (a) Uoqimo formulu:

θ(x1, x2, x3, x4) = q(x1, x2) ∧ q(x2, x3) ∧ q(x3, x4).
Ona opisuje slede�u situaciju: x1 −→ x2 −→ x3 −→ x4. Kako u modelu postoji samo jedan ovakav

put, to elementi x1, x2, x3, x4 zadovo	avaju θ(x1, x2, x3, x4) akko x1 = b, x2 = e, x3 = f i x4 = c.
Prema tome b, e, f i c mogu biti definisani slede�im formulama:

φb(x) = ∃x2x3x4 θ(x, x2, x3, x4); φe(x) = ∃x1x3x4 θ(x1, x, x3, x4);
φf (x) = ∃x1x2x4 θ(x1, x2, x, x4); φc(x) = ∃x1x2x3 θ(x1, x2, x3, x).

Elementi d i c nemaju izlaznu strelicu, ali kako smo c ve� definisali, d mo�emo definisati

formulom koja ka�e da nema izlaznu strelicu i nije jednak c:

φd(x) = ¬∃ y q(x, y) ∧ ¬φc(x).
Konaqno, jedan naqin da definixemo a je da ka�emo da nije jednak nijednom drugom:

φa(x) = ¬φb(x) ∧ ¬φc(x) ∧ ¬φd(x) ∧ ¬φe(x) ∧ ¬φf (x).
(b) Formula ∀ y q(x, y) ka�e da iz x ide strelica prema svim elementima domena. Jedini element

iz koga ide strelica ka ostalim elementima domena je b, ali ni iz �ega ne ide strelica ka �emu

samom, pa zak	uqujemo da nijedan element ne zadovo	ava datu formulu, tj. data formula opisuje

∅.
Formula ∃ y z(q(y, x) ∧ q(z, y)) ka�e da je x takav element da imamo slede�i put: z −→ y −→ x, tj.
x je na kraju puta koga qine dve strelice. Sa slike vidimo da ova formula opisuje skup {c, d, f}
(c zbog puta b −→ f −→ c, d zbog puta b −→ a −→ d, a f zbog puta b −→ e −→ f).

Formula ∃ yz (q(y, x) ∧ q(z, x) ∧ q(y, z)) ka�e da je x takav element da imamo slede�i trougao:

y //

��

x

z

??

Na slici imamo tri takva trougla:

b //

��

d

a

?? b //

��

f

e

@@ b //

��

c

f

@@

pa data formula opisuje {d, c, f}.
Konaqno, formula ∃ yz (q(y, x) ∧ q(z, x) ∧ ¬q(y, z)) ka�e da je x takav element da zadovo	ava:

y //

×
��

x

z

??

Svi elementi koji imaju ulaznu strelicu zadovo	avaju ovu sliku: ako je x bilo koji element koji

ima ulaznu strelicu, tada on ima ulaznu strelicu iz b, pa x zadovo	ava:

b //

×
��

x

b

@@

Tako�e b ne zadovo	ava datu formulu jer nema ulaznu strelicu. Prema tome, data formula defin-
ixe {a, c, d, e, f}.

6. [bonus] Neka je S ⊆ R × R takav da za svake dve taqke A,B ∈ S va�i da je du�ina du�i AB
racionalan broj. Dokazati da je |S| ≤ ℵ0.

Rexe�e. Izaberimo dve razliqite taqke A,B ∈ S. (Ako ne postoje, tada je |S| ≤ 1 < ℵ0.) Za

racionalan broj q ≥ 0, oznaqimo sa kq krug sa centrom A polupreqnika q, a sa lq krug sa centrom
B polupreqnika q. (Krug polupreqnika 0 je samo taqka.)
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Uoqimo skup T =
⋃
{kq∩lr | q, r ∈ Q, q, r ≥ 0}. (T je skup svih preseqnih taqaka krugova sa centrom

A racionalnog polupreqnika i krugova sa centrom B racionalnog polupreqnika.) Kako dva kruga

sa razliqitim centrima imaju najvixe dve preseqne taqke, i kako imamo prebrojivo mnogo parova

(q, r), gde su q, r racionalni brojevi, to je T prebrojiva unija najvixe dvoqlanih skupova, pa je i

T prebrojiv skup.

Dovo	no je jox da primetimo da je S ⊆ T . Zaista, ako X ∈ S, tada je po pretpostavci X na

racionalnom rastoja�u q od A i na racionalnom rastoja�u r od B. Prema tome, X ∈ kq ∩ lr, pa
X ∈ T .
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