
Uvod u mat. logiku (1o1 i 1o4), Jun 2016. 9. jun 2016.

1. (a) [15] Na Ostrvu vernika i nevernika, stranac je �eleo da sazna koji od stanovnika A, B, C, D, E i

F su vernici, a koji nevernici. Od �ih je dobio slede�e izjave:

B : Bar jedan od E i F je nevernik.

C : D je vernik, a E nevernik.

D : A i E su vernici.

E : Taqno jedan od C i F je vernik.

Stranac im je odgovorio da i da	e ne zna ko je vernik, a ko nevernik. Onda je C dodao: ,,Me�u nama

ima bar dva vernika."

Stranac je shvatio ko su vernici, a ko nevernici. Xta je odgovor?

(b) [5] Prirodnom dedukcijom dokazati:

p⇒ (¬r ⇒ ¬q), ¬p ∨ q ` p⇒ r.

Rexe�e. (a) Standardnom interpretacijom slova a, b, c, d, e, f iz prve qetiri izjave imamo:

(1) b⇔ ¬e ∨ ¬f = 1;

(2) c⇔ d ∧ ¬e = 1;

(3) d⇔ a ∧ e = 1;

(4) e⇔ c Y f = 1.

Kako se slovo e najqex�e pojav	uje, komentarisa�emo po �emu. Ako je e = 0, iz (1) odmah zak	uqujemo

b = 1, a iz (3) d = 0. Tako�e (2) povlaqi c = d, pa je i c = 0. Konaqno (4) ka�e c Y f = 0, tj. f = c, pa je
i f = 0. Primetimo da a mo�e da bude i 0 i 1, pa imamo dva rexe�a: (0, 1, 0, 0, 0, 0) i (1, 1, 0, 0, 0, 0).

Ako je e = 1, iz (2) odmah zak	uqujemo c = 0. (1) povlaqi b = ¬f , (3) povlaqi d = a, a (4) povlaqi

c Y f = 1, tj. f = ¬c. Dakle, f = 1, pa je b = 0, a d = a mogu biti i 0 i 1. Opet imamo dva rexe�a:

(0, 0, 0, 0, 1, 1) i (1, 0, 0, 1, 1, 1).

Dakle, polazni deo zadatka ima qetiri rexe�a. Primetimo da im je zajedniqno da je c = 0, tj. C
je nevernik. Prema tome, �egova posled�a izjava: ,,Me�u nama ima bar dva vernika." je la�na, tj.

zak	uqujemo da me�u �ima mo�e biti najvixe jedan vernik. Jedino rexe�e koje se uklapa u to je

(0, 1, 0, 0, 0, 0), tj. B je vernik, a svi ostali su nevernici.

(b) Jedno izvo�e�e je:

1 p⇒ (¬r ⇒ ¬q) pretpostavka

2 ¬p ∨ q pretpostavka

3 p dodatna pretpostavka

4 ¬r ⇒ ¬q ⇒E na 1 i 3

5 ¬¬p ¬¬U na 3

6 q DS na 2 i 5

7 q ⇒ r K na 4

8 r ⇒E na 6 i 7

9 p⇒ r ⇒U na 3 { 8

2. [10] Rexiti skupovnu jednaqinu: A ∪X = (A ∩X)4B.



Rexe�e. Koriste�i karakteristiqne funkcije imamo:

A ∪X = (A ∩X)4B akko χA∪X = χ(A∩X)4B

akko χA + χX + χAχX = χAχX + χB

akko χA + χX = χB

akko χX = χA + χB

akko χX = χA4B

akko X = A4B.

Prema tome, jedino rexe�e je X = A4B.

3. [10] Neka je f : X −→ Y . Dokazati da je f 1-1 akko za sve A ⊆ X i B ⊆ Y va�i:

f−1[f [A]r (f [A] ∩B)] = Ar f−1[B].

Rexe�e. (⇒) Pretpostavimo da je f 1-1. Da bismo dokazali (⊆) pretpostavimo da x ∈ f−1[f [A]r (f [A]∩
B)]. Tada f(x) ∈ f [A]r (f [A] ∩B), tj. f(x) ∈ f [A] i f(x) /∈ f [A] ∩B. Kako f(x) ∈ f [A] i f(x) /∈ f [A] ∩B,
zak	uqujemo f(x) /∈ B, odakle direktno x /∈ f−1[B]. Kako f(x) ∈ f [A] i kako je f 1-1, zak	uqujemo da

x ∈ A. Dakle, x ∈ Ar f−1[B].

Da bismo dokazali (⊇), pretpostavimo x ∈ A r f−1[B], tj. x ∈ A i x /∈ f−1[B]. Tada f(x) ∈ f [A] i
f(x) /∈ B. Iz f(x) /∈ B specijalno imamo i f(x) /∈ f [A] ∩ B. Dakle, f(x) ∈ f [A] r (f [A] ∩ B), odakle
x ∈ f−1[f [A]r (f [A] ∩B)]. Primetimo da u ovom delu nismo morali da koristimo pretpostavku da je f
1-1.

(⇐) Pretpostavimo da va�i dati uslov. Kako �elimo da doka�emo da je f 1-1, uoqimo x1, x2 ∈ X takve

da je f(x1) = f(x2) = y, i doka�imo da je x1 = x2. Da bismo iskoristili dati uslov treba da izaberemo

neke podskupove A ⊆ X i B ⊆ Y koji �e nam, ubaciva�em u datu jednakost, dati x1 = x2. Kako imamo

izabrane x1, x2 ∈ X i y ∈ Y , nekoliko izbora podskupova A i B se sami name�u. Npr. prirodno nam se

name�u samo dva izbora za B: B = {y} i B = Y r {y}. U ovom zadatku izbor B = {y} nam ne�e pomo�i

(Proverite!), pa izaberimo B = Y r{y}. Tako�e, za A se prirodno name�e nekoliko podskupova; mi �emo

izabrati A = {x1}.
Kako je B = Y r {y}, tj. kako y /∈ B, to x1, x2 /∈ f−1[B], pa je desna strana jednakosti Ar f−1[B] = {x1}.
Posmatrajmo sada levu stranu jednakosti. Kako je f [A] = {y}, to je f [A]∩B = ∅, pa je f [A]r (f [A]∩B) =
f [A] = {y}. Zbog toga x1, x2 pripadaju skupu na levoj strani. Kako je taj skup jednak skupu na desnoj

strani, koji je kako smo videli jednak {x1}, dobijamo x2 ∈ {x1}, xto povlaqi x1 = x2 kao xto smo

�eleli.

4. [5] U realnoj ravni R× R data je relacija 4 sa:

(a, b) 4 (u, v) akko a 6 u i a+ b 6 u+ v.

(a) Dokazati da je 4 ure�e�e na R× R.
(b) Za proizvo	nu taqku (a, b) nacrtati skup svih ma�ih taqaka i skup svih ve�ih taqaka u ure�e�u 4.

Rexe�e. (a) Refleksivnost je jasna: (a, b) 4 (a, b) jer a = a i a + b = a + b. Antisimetriqnost:

Pretpostavimo da je (a, b) 4 (u, v) i (u, v) 4 (a, b). Tada je a 6 u, a + b 6 u + v, u + v 6 a + b i u 6 a.
Odatle je a = u i a+ b = u+ v, pa je i b = v. Tranzitivnost: Pretpostavimo da je (a, b) 4 (u, v) 4 (s, t).
Tada je a 6 u 6 s i a+ b 6 u+ v 6 s+ t, odakle direktno (a, b) 4 (s, t).

(b) Da bismo odredili skup ma�ih taqaka od (a, b) treba da reximo nejednaqinu (x, y) 4 (a, b), tj. x 6 a
i x + y 6 a + b. Dakle, taqka (x, y) se nalazi levo od prave x = a i ispod prave y = −x + (a + b) (vidi
sliku). Sliqno, taqke ve�e od (a, b) se nalaze desno od prave x = a i iznad y = −x+ (a+ b).

a+ b

a+ b

4 (a, b)

< (a, b)

(a, b)



5. [5] Dokazati da je skup svih dvoqlanih podskupova od N prebrojiv.

Rexe�e. Neka je S skup svih dvoqlanih podskupova od N. Primetimo da je sa:

f({m,n}) =

{
(m,n) ako m < n

(n,m) ako n < m

dobro definisano 1-1 preslikava�e S −→ N× N. Kako znamo da je N× N prebrojiv, zak	uqujemo da je

|S| 6 ℵ0. Sa druge strane, sa g(n) = {n, n+ 1} je definisano 1-1 preslikava�e N −→ S, pa je i ℵ0 6 |S|.
Po Kantor-Bernxtajnovoj teoremi je |S| = ℵ0.

6. (a) [10] Na slici je dat model jezika L = {q} (ar(q) = 2 i q
je predstav	eno strelicom). Za svaki element modela odrediti

formulu koja ga definixe.

(b) [5] Koje skupove definixu formule:

• ∃ y (q(x, y) ∧ q(y, y)); • ∃ y (q(x, y)⇒ q(x, x));
• ∃ y ∃ z (q(x, y) ∧ q(y, z) ∧ q(z, x)).

a //��
b // c

��

qq

f

OO

eoo doo

Rexe�e. (a) Uoqimo slede�u ,,formulu":

x //��
y // z qq,

gde su x i y razliqiti elementi. To je formula koja se na datom jeziku zapisuje:

q(x, x) ∧ q(x, y) ∧ q(y, z) ∧ q(z, z) ∧ x 6= y.

Tu formulu u datom modelu zadovo	ava jedino trojka (x, y, z) = (a, b, c), pa su elementi a, b i c defin-
isani slede�im formulama:

Fa(x) = ∃yz (q(x, x) ∧ q(x, y) ∧ q(y, z) ∧ q(z, z) ∧ x 6= y);

Fb(y) = ∃xz (q(x, x) ∧ q(x, y) ∧ q(y, z) ∧ q(z, z) ∧ x 6= y);

Fc(z) = ∃xy (q(x, x) ∧ q(x, y) ∧ q(y, z) ∧ q(z, z) ∧ x 6= y);

Primetimo da moramo da pretpostavimo u prethodnom delu x 6= y, jer formula q(x, x)∧ q(x, y)∧ q(y, z)∧
q(z, z) ima jox dva rexe�a: (x, y, z) = (a, a, a) i (x, y, z) = (c, c, c).

Kako je d element u koga ide strelica iz c, �ega mo�emo da definixemo formulom: Fd(x) = ∃z (Fc(z)∧
q(z, x)∧ z 6= x). Primetimo da smo opet morali da dodamo z 6= x, jer formula ∃z (Fc(z)∧ q(z, x)) ima dva
rexe�a: x = c i x = d.

Kako je e element u koga ide strelica iz d, koga smo ve� definisali, on je definisan formulom:

Fe(x) = ∃y (Fd(y)∧q(y, x)). Sliqno, kako je f element u koga iste strelica iz e, koga smo ve� definisali,
on je definisan formulom: Ff (x) = ∃y (Fe(y) ∧ q(y, x)).

Probajte da definixete sve elemente bez poziva�a na ranije definisane. Jedna ideja kako to mo�emo

da uradimo je slede�a. Uoqimo ,,formulu":

x //%%
y // z

�� // u // v // w ,

gde su x i y razliqiti, i z i u razliqiti. Ta formula ima jedno rexe�e.

(b) Formula ∃y (q(x, y) ∧ q(y, y)) ka�e da postoji y takvo da:

x // y ee

Tada y mora biti a ili c, a x je onda element iz koga strelica ide u a, odnosno c. Kako ,,ne pixe" da

su x i y razliqiti, rexe�a prethodnog grafa su:

f // a ee a // a ee b // c dd c // c dd

pa su rexe�a polazne formule: f, a, b, c.

Formula ∃y (q(x, y) ⇒ q(x, x)) ka�e da postoji y tako da va�i implikacija q(x, y) ⇒ q(x, x). Kako je

implikacija taqna kada je �ena leva strana netaqna, ovu implikaciju zadovo	avaju svi parovi (x, y)
takvi da iz x ne ide strelica u y. Npr. zadovo	avaju je parovi (a, f), (b, a), (c, b), (d, c), (e, d) i (f, e).
Dakle, x mo�e biti bilo koji element a, b, c, d, e, f , pa su rexe�a polazne formule svi elementi modela:
a, b, c, d, e, f .

Konaqno, formula ∃yz (q(x, y) ∧ q(y, z) ∧ q(z, x)) ka�e da postoje y i z takvi da va�i slika:



x // y

��
z

OO

Primetimo da u formuli ne pixe da su x, y, z razliqiti elementi, pa vidimo da su rexe�a prethodne

slike (a, a, a) i (c, c, c). Ako su neka dva elementa razliqita, lako vidimo da data slika nema rexe�e.

Dakle, jedina rexe�a polazne formule su a i c.


