
Uvod u matematiqku logiku, kolokvijum (A) I, II i IV tok 2. decembar 2012.

1. Ako su (A YB) Y C i B ⇔ C tautologije, dokazati da je A tautologija.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno da A nije tautologija, tj. da postoji valuiacija v
takva da je A =v 0. Razmotrimo dva sluqaja: B =v 0 i B =v 1.

Ako je B =v 0, tada je AYB =v 0, pa kako je (AYB)YC tautologija, to je C =v 1. Odatle
je B ⇔ C =v 0, xto je kontradikcija sa B ⇔ C je tautologija.

Ako je B =v 1, tada je AYB =v 1, pa kako je (AYB)YC tautologija, to je C =v 0. Odatle
je B ⇔ C =v 0, xto je kontradikcija sa B ⇔ C je tautologija.

Dakle, nijedan sluqaj nije mogu�, prema tome A je tautologija.

2. Odrediti sve neekvivalentne formule A qija su slova p, q, r takve da je slede�a for-
mula tautologija: [(p ∧ q) ∨ A]⇔ [(q ∧ A) ∨ r].

Rexeǌe. Napiximo tablicu date formule:

p q r A p ∧ q L = (p ∧ q) ∨ A q ∧ A D = (q ∧ A) ∨ r L⇔ D
0 0 0 a1 0 a1 0 0 ¬a1
0 0 1 a2 0 a2 0 1 a2
0 1 0 a3 0 a3 a3 a3 1
0 1 1 a4 0 a4 a4 1 a4
1 0 0 a5 0 a5 0 0 ¬a5
1 0 1 a6 0 a6 0 1 a6
1 1 0 a7 1 1 a7 a7 a7
1 1 1 a8 1 1 a8 1 1

Data formula je tautologija ako i samo ako je a1 = a5 = 0 i a2 = a4 = a6 = a7 = 1. a3 i
a8 su proizvoǉni, pa imamo qetiri neekvivalentne formule. ǋihove tablice su:

p q r A1 A2 A3 A4

0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 0 1 0 1

Zapiximo tra�ene formule u KKNF. A1 = (p∨q∨r)∧(p∨¬q∨r)∧(¬p∨q∨r)∧(¬p∨¬q∨¬r),
A2 = (p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ r), A3 = (p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ ¬r) i
A4 = (p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ r).

3. Ispitati da li je {⇒,Y} potpun skup veznika.

Rexeǌe. Primetimo da je ¬p ≡ p ⇒ (p Y p). Kako je {¬,⇒} potpun skup veznika i kako
nam prethodni zakon ka�e da se ¬ mo�e zapisati preko ⇒ i Y, to je i {⇒,Y} potpun
skup veznika.

4. U Lukaxieviqevom raqunu dokazati: A ∧ (B ∧ C) ` ¬B ⇒ D.

Rexeǌe. Koristimo leme sa va�bi: A ∧B ` A i A ∧B ` B.
1. hip. A ∧ (B ∧ C)
2. lema (1) B ∧ C
3. lema (2) B
4. teorema B ⇒ (¬B ⇒ D)
5. MP(3,4) ¬B ⇒ D



5. Metodom tabloa dokazati da je slede�a formula tautologija:

(p ∧ q ⇒ r)⇒ [¬(q ⇒ ¬p)⇒ ¬(p ∧ q ⇒ ¬r)].

Rexeǌe.

0.F (p ∧ q ⇒ r)⇒ [¬(q ⇒ ¬p)⇒ ¬(p ∧ q ⇒ ¬r)]

1(0) T p ∧ q ⇒ r

2(0)F ¬(q ⇒ ¬p)⇒ ¬(p ∧ q ⇒ ¬r)

3(2) T ¬(q ⇒ ¬p)

4(2)F ¬(p ∧ q ⇒ ¬r)

5(3)F q ⇒ ¬p

6(4) T p ∧ q ⇒ ¬r

7(5) T q

8(5)F ¬p

9(8) T p

10(1)F p ∧ q

12(10)F p

×(9, 12)

13(10)F q

×(7, 13)

11(1) T r

14(6)F p ∧ q

16(6)F p

×(9, 16)

17(6)F q

×(7, 17)

15(6) T ¬r

18(15)F r

×(11, 18)



Uvod u matematiqku logiku, kolokvijum (B) I, II i IV tok 2. decembar 2012.

1. Ako je (AYB)YC tautologija i B ⇔ C kontradikcija, dokazati da je A kontradikcija.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno da A nije kontradikcija, tj. da postoji valuiacija
v takva da je A =v 1. Razmotrimo dva sluqaja: B =v 0 i B =v 1.

Ako je B =v 0, tada je AYB =v 1, pa kako je (AYB)YC tautologija, to je C =v 0. Odatle
je B ⇔ C =v 1, xto je kontradikcija sa B ⇔ C je kontradikcija.

Ako je B =v 1, tada je AYB =v 0, pa kako je (AYB)YC tautologija, to je C =v 1. Odatle
je B ⇔ C =1, xto je kontradikcija sa B ⇔ C je kontradikcija.

Dakle, nijedan sluqaj nije mogu�, prema tome A je kontradikcija.

2. Odrediti sve neekvivalentne formule A qija su slova p, q, r takve da je slede�a for-
mula kontradikcija: [(p ∧ q) ∨ A] Y [(q ∧ A) ∨ r].

Rexeǌe. Napiximo tablicu date formule:

p q r A p ∧ q L = (p ∧ q) ∨ A q ∧ A D = (q ∧ A) ∨ r L YD
0 0 0 a1 0 a1 0 0 a1
0 0 1 a2 0 a2 0 1 ¬a2
0 1 0 a3 0 a3 a3 a3 0
0 1 1 a4 0 a4 a4 1 ¬a4
1 0 0 a5 0 a5 0 0 a5
1 0 1 a6 0 a6 0 1 ¬a6
1 1 0 a7 1 1 a7 a7 ¬a7
1 1 1 a8 1 1 a8 1 0

Data formula je kontradikcija ako i samo ako je a1 = a5 = 0 i a2 = a4 = a6 = a7 = 1. a3
i a8 su proizvoǉni, pa imamo qetiri neekvivalentne formule. ǋihove tablice su:

p q r A1 A2 A3 A4

0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1
0 1 1 1 1 1 1
1 0 0 0 0 0 0
1 0 1 1 1 1 1
1 1 0 1 1 1 1
1 1 1 0 1 0 1

Zapiximo tra�ene formule u KKNF. A1 = (p∨q∨r)∧(p∨¬q∨r)∧(¬p∨q∨r)∧(¬p∨¬q∨¬r),
A2 = (p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ ¬q ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ r), A3 = (p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ ¬q ∨ ¬r) i
A4 = (p ∨ q ∨ r) ∧ (¬p ∨ q ∨ r).

3. Ispitati da li je {⇐,Y} potpun skup veznika, gde je p⇐ q := q ⇒ p.

Rexeǌe. Primetimo da je ¬p ≡ (p Y p) ⇐ p. Kako je {¬,⇒} potpun skup veznika i
p⇒ q ≡ q ⇐ p, to je i {¬,⇐} potpun skup. Kako nam prethodni zakon ka�e da se ¬ mo�e
zapisati preko ⇐ i Y, to je i {⇐,Y} potpun skup veznika.

4. U Lukaxieviqevom raqunu dokazati: (A ∧B) ∧ C ` D ⇒ B.

Rexeǌe. Koristimo leme sa va�bi: A ∧B ` A i A ∧B ` B.
1. hip. (A ∧B) ∧ C
2. lema (1) A ∧B
3. lema (2) B
4. aksioma 1 B ⇒ (D ⇒ B)
5. MP(3,4) D ⇒ B



5. Metodom tabloa dokazati da je slede�a formula tautologija:

(r ⇒ p ∨ q)⇒ [(¬r ⇒ p ∨ q)⇒ (¬q ⇒ p)].

Rexeǌe.

0.F (r ⇒ p ∨ q)⇒ [(¬r ⇒ p ∨ q)⇒ (¬q ⇒ p)]

1(0) T r ⇒ p ∨ q

2(0)F (¬r ⇒ p ∨ q)⇒ (¬q ⇒ p)

3(2) T ¬r ⇒ p ∨ q

4(2)F ¬q ⇒ p

5(4) T ¬q

6(4)F p

7(5)F q

8(1)F r

10(3)F ¬r

12(10) T r

×(8, 12)

11(3) T p ∨ q

13(11) T p

×(6, 13)

14(11) T q

×(7, 14)

9(1) T p ∨ q

15(9) T p

×(6, 15)

16(9) T q

×(7, 16)


