
Uvod u matematiqku logiku, kolokvijum (A) I i IV tok 16. novembar 2013.

1. Odrediti sve neekvivalentne formule A qija su slova p i q takve da je formula

F = (p⇔ A) ∨ (q ⇔ A) tautologija.

Rexe�e. Napiximo tablicu date formule:

p q A B = p⇔ A C = q ⇔ A F = B ∨ C
0 0 a1 ¬a1 ¬a1 ¬a1
0 1 a2 ¬a2 a2 1
1 0 a3 a3 ¬a3 1
1 1 a4 a4 a4 a4

Formula F je tautologija ako i samo ako je a1 = 0 i a4 = 1, dok a2, a3 ∈ {0, 1}. Prema tome
postoje qetiri neekvivalentne formule koje zadovo	avaju tra�eni uslov, i �ihove tablece su:

p q A1 A2 A3 A4

0 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 1 1 1 1

Tra�ene formule su: A1 = p ∧ q, A2 = p, A3 = q i A4 = p ∨ q. �

2. Zapisati formulu (¬p⇒ q)⇔ (r ⇒ ¬s) u KNF.

Rexe�e.

(¬p⇒ q)⇔ (r ⇒ ¬s) ≡ [(¬p⇒ q)⇒ (r ⇒ ¬s)] ∧ [(r ⇒ ¬s)⇒ (¬p⇒ q)]

≡ [¬(¬¬p ∨ q) ∨ (¬r ∨ ¬s)] ∧ [¬(¬r ∨ ¬s) ∨ (¬¬p ∨ q)]

≡ [(¬p ∧ ¬q) ∨ ¬r ∨ ¬s] ∧ [(r ∧ s) ∨ p ∨ q]

≡ (¬p ∨ ¬r ∨ ¬s) ∧ (¬q ∨ ¬r ∨ ¬s) ∧ (r ∨ p ∨ q) ∧ (s ∨ p ∨ q).

�

3. Dokazati da je {∨,⇔,Y} potpun skup veznika.

Rexe�e. Kako u iskaznoj algebri va�e jednakosti: a Y a = 0 i a ⇔ 0 = ¬a, to je ¬p ≡ p ⇔
(p Y p). Kako je {¬,∨} potpun skup veznika, to je i {∨,Y,⇔} potpun skup veznika. �

4. U Lukaxieviqevom raqunu dokazati: A,A⇔ B ` B.

Rexe�e. Na ve�bama smo dokazali: lemu F ∧G ` F . Kako je A⇔ B := (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A),
to va�i A⇔ B ` A⇒ B (?). Dokaz tvr�e�a je:

1. hipoteza A
2. hipoteza A⇔ B
3. (?)(2) A⇒ B
4. MP(1,3) B

�

5. Metodom rezolucije dokazati da je slede�a formula tautologija:

F = (p⇒ q ∨ r) ∧ (p ∨ q)⇒ [(q ⇒ p)⇒ ((p⇒ r)⇒ r)].

Rexe�e. Zapiximo formulu ¬F u KNF.

¬F = ¬[(p⇒ q ∨ r) ∧ (p ∨ q)⇒ [(q ⇒ p)⇒ ((p⇒ r)⇒ r)]]

= (p⇒ q ∨ r) ∧ (p ∨ q) ∧ (q ⇒ p) ∧ (p⇒ r) ∧ ¬r
= (¬p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ q) ∧ (¬q ∨ p) ∧ (¬p ∨ r) ∧ ¬r

Izvodimo dokaz za ∅:



C1 = {¬p, q, r}
C2 = {p, q}
C3 = {¬q, p}
C4 = {¬p, r}
C5 = {¬r}
C6 = {q, r} Res(C1, C2;¬p, p)
C7 = {¬q, r} Res(C3, C4; p,¬p)
C8 = {r} Res(C6, C7; q,¬q)
C9 = ∅ Res(C5, C8;¬r, r)
Kako smo izveli ∅, formula ¬F je kontradikcija, pa je F tautologija. �



Uvod u matematiqku logiku, kolokvijum (B) I i IV tok 16. novembar 2013.

1. Odrediti sve neekvivalentne formule A qija su slova p i q takve da je formula

F = (p⇔ A) ∧ (q ⇔ A) kontradikcija.

Rexe�e. Napiximo tablicu date formule:

p q A B = p⇔ A C = q ⇔ A F = B ∧ C
0 0 a1 ¬a1 ¬a1 ¬a1
0 1 a2 ¬a2 a2 0
1 0 a3 a3 ¬a3 0
1 1 a4 a4 a4 a4

Formula F je kontradikcija ako i samo ako je a1 = 1 i a4 = 0, dok a2, a3 ∈ {0, 1}. Prema tome
postoje qetiri neekvivalentne formule koje zadovo	avaju tra�eni uslov, i �ihove tablece su:

p q A1 A2 A3 A4

0 0 1 1 1 1
0 1 0 0 1 1
1 0 0 1 0 1
1 1 0 0 0 0

Tra�ene formule su: A1 = p ↓ q, A2 = ¬q, A3 = ¬p i A4 = p ↑ q. �

2. Zapisati formulu (p⇒ ¬q)⇔ (¬r ⇒ s) u KNF.

Rexe�e.

(p⇒ ¬q)⇔ (¬r ⇒ s) ≡ [(p⇒ ¬q)⇒ (¬r ⇒ s)] ∧ [(¬r ⇒ s)⇒ (p⇒ ¬q)]
≡ [¬(¬p ∨ ¬q) ∨ (¬¬r ∨ s)] ∧ [¬(¬¬r ∨ s) ∨ (¬p ∨ ¬q)]
≡ [(p ∧ q) ∨ r ∨ s] ∧ [(¬r ∧ ¬s) ∨ ¬p ∨ ¬q]
≡ (p ∨ r ∨ s) ∧ (q ∨ r ∨ s) ∧ (¬r ∨ ¬p ∨ ¬q) ∧ (¬s ∨ ¬p ∨ ¬q)

�

3. Dokazati da je {∧,⇔,Y} potpun skup veznika.

Rexe�e. Kako u iskaznoj algebri va�e jednakosti: a Y a = 0 i a ⇔ 0 = ¬a, to je ¬p ≡ p ⇔
(p Y p). Kako je {¬,∧} potpun skup veznika, to je i {∧,Y,⇔} potpun skup veznika. �

4. U Lukaxieviqevom raqunu dokazati: A⇔ B,B ` A.

Rexe�e. Na ve�bama smo dokazali: lemu F ∧G ` G. Kako je A⇔ B := (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A),
to va�i A⇔ B ` B ⇒ A (?). Dokaz tvr�e�a je:

1. hipoteza A⇔ B
2. hipoteza B
3. (?)(1) B ⇒ A
4. MP(2,3) A

�

5. Metodom rezolucije dokazati da je slede�a formula tautologija:

F = (p⇒ q ∨ r) ∧ (p ∨ q)⇒ [(p⇒ r)⇒ ((q ⇒ p)⇒ r)].

Rexe�e. Zapiximo formulu ¬F u KNF.

¬F = ¬[(p⇒ q ∨ r) ∧ (p ∨ q)⇒ [(p⇒ r)⇒ ((q ⇒ p)⇒ r)]]

= (p⇒ q ∨ r) ∧ (p ∨ q) ∧ (p⇒ r) ∧ (q ⇒ p) ∧ ¬r
= (¬p ∨ q ∨ r) ∧ (p ∨ q) ∧ (¬p ∨ r) ∧ (¬q ∨ p) ∧ ¬r

Izvodimo dokaz za ∅:



C1 = {¬p, q, r}
C2 = {p, q}
C3 = {¬p, r}
C4 = {¬q, p}
C5 = {¬r}
C6 = {q, r} Res(C1, C2;¬p, p)
C7 = {¬q, r} Res(C3, C4;¬p, p)
C8 = {r} Res(C6, C7; q,¬q)
C9 = ∅ Res(C5, C8;¬r, r)
Kako smo izveli ∅, formula ¬F je kontradikcija, pa je F tautologija. �


