
Uvod u matematiqku logiku, Predrok 2015. 13. januar 2015.

1. Na Ostrvu vernika i nevernika jedan od stanovnika A i B je poqinio ubistvo pred svedocima C i D.
Poznato je da je ubistvo poqi�eno ili bejzbol palicom ili sve��akom. Inspektor, koji nije sa ostrva,

je dobio slede�e izjave:

A: Ako je D nevernik, onda je ubistvo poqi�eno bejzbol palicom.

B: Ako je A vernik, onda je C nevernik i A je ubica.

A: B la�e!

C: B je nevernik i ubica.

D: B je izjavio: \A je nevernik ili je ubistvo poqi�eno sve��akom.".

Xta inspektor iz ovih izjava mo�e da zak	uqi? Ko je vernik? Ko je nevernik? Ko je ubica? Qime je

poqi�eno ubistvo?

Rexe�e. Oznaqimo sa p iskaz \A je ubica.", a sa q iskaz \Ubistvo je poqi�eno bejzbol palicom.". Tada
¬p znaqi \B je ubica.", a ¬q znaqi \Ubistvo je poqi�eno sve��akom." Iz izjava dobijamo:

a⇔ (¬d⇒ q) = 1 (1)

b⇔ (a⇒ ¬c ∧ p) = 1 (2)

a⇔ ¬b = 1 (3)

c⇔ ¬b ∧ ¬p = 1 (4)

d⇔ (b⇔ ¬a ∨ ¬q) = 1 (5)

Komentarixemo po slovu a. Ako je a = 0, tada iz (3) imamo da je b = 1. Iz (1) imamo da je ¬d⇒ q = 0,
pa je d = 0 i q = 0. Sada je d⇔ (b⇔ ¬a ∨ ¬q) = 0⇔ (1⇔ ¬0 ∨ ¬0) = 0⇔ (1⇔ 1) = 0⇔ 1 = 0, xto je u
kontradikciji sa (5).

Dakle, a = 1. Prema (3) b = 0. Iz (2) tada dobijamo da je ¬c∧ p = 0. Iz (4) je 1 = c⇔ ¬0∧¬p = c⇔ ¬p,
tj. c = ¬p, pa iz ¬c ∧ p = 0 dobijamo p ∧ p = 0, tj. p = 0 i c = 1.

Sada je iz (5) 1 = d ⇔ (0 ⇔ ¬1 ∨ ¬q) = d ⇔ (0 ⇔ ¬q) = d ⇔ q, odakle d = q, pa (1) postaje

1 = 1⇔ (¬d⇒ d) = ¬d⇒ d = d, odakle je d = 1 i q = 1.

Dakle, A,C,D su vernici, B je nevernik, B je ubica i ubistvo je poqi�eno bejzbol palicom. a

2. Neka su A,B,C neki skupovi, L = A ∩ (B ∪ C) i D = (A ∩B)4(A ∩ C).

(a) Ispitati da li u opxtem sluqaju va�e L ⊆ D i L ⊇ D.
(b) Dokazati da je L = D ako i samo ako je A ∩B ∩ C = ∅.

Rexe�e. Raqunamo karakteristiqne funkcije: χL = χA∩(B∪C) = χAχB∪C = χA(χB + χC + χBχC) =
χAχB + χAχC + χAχBχC ; χD = χ(A∩B)4(A∩C) = χA∩B + χA∩C = χAχB + χAχC .

(b) Vidimo da je L = D akko χL = χD akko χAχBχC = 0 akko χA∩B∩C = χ∅ akko A ∩B ∩ C = ∅.
(a) Kako je χL∩D = χLχD = (χAχB+χAχC +χAχBχC)(χAχB+χAχC) = . . . = χAχB+χAχC = χD, odakle
je L ∩D = D, tj. D ⊆ L u opxtem sluqaju. a

3. Neka je f : X −→ Y , A ⊆ X, B ⊆ Y . Dokazati: f [Ar f−1[B]] = f [A]rB.

Rexe�e. ⊆: Neka y ∈ F [Arf−1[B]]. Tada postoji x ∈ Arf−1[B] takav da y = f(x). Kako x ∈ Arf−1[B],
to x ∈ A i x /∈ f−1[B], odakle f(x) ∈ f [A] i f(x) /∈ B. Dakle, y = f(x) ∈ f [A]rB.

⊇: Neka sada y ∈ f [A] r B, tj. y ∈ f [A] i y /∈ B. Kako y ∈ f [A], to je y = f(x) za neko x ∈ A. Iz

f(x) = y /∈ B dobijamo x /∈ f−1[B]. Dakle, x ∈ A i x /∈ f−1[B], pa x ∈ A r f−1[B], odakle y = f(x) ∈
f [Ar f−1[B]]. a

4. Konstruisati bijekciju izme�u skupova Z i Z× {0, 1}.



Rexe�e. Konstruixemo bijekciju f : Z −→ Z× {0, 1} tako da parne cele brojeve slikamo na Z× {0}, a
neparne na Z× {1}. Eksplicitno:

f(n) =

{
(n2 , 0), ako n = 0 mod 2
(n−12 , 1), ako n = 1 mod 2

.

a

5. Na skupu A = {α, β, γ, δ, ε, η} definisan je model A jezika L = {p, r} (ar p = 1, ar r = 2), slede�om slikom

(pA je predstav	en pravougaonikom, rA je predstav	en strelicama):
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Zapisati formule Fa(x), za sve a ∈ A, takve da Fa(x) definixe a.

Rexe�e. α je jedini element u p iz koga izlazi strelica ka elementu u p, pa mo�emo uzeti:

Fα(x) = p(x) ∧ ∃y(p(y) ∧ r(x, y)).

Sliqno, β je jedini element u p u koga ulazi strelica iz elementa koji je u p:

Fβ(x) = p(x) ∧ ∃y(p(y) ∧ r(y, x)).

Sliqna objax�e�a definixu ε i η:

Fε(x) = ¬p(x) ∧ ∃y(¬p(y) ∧ r(y, x)),

Fη(x) = ¬p(x) ∧ ∃y(¬p(y) ∧ r(x, y)).

Element δ je jedini element u koga ulazi strelica iz elementa van p i iz koga izlazi strelica ka

elementu van p:
Fδ(x) = ∃y∃z(¬p(y) ∧ ¬p(z) ∧ r(y, x) ∧ r(x, z)).

Sliqno objax�e�e va�i i za γ:

Fγ(x) = ∃y∃z(p(y) ∧ p(z) ∧ r(y, x) ∧ r(x, z)).

a


