
Uvod u matematiqku logiku, septembar 2008. 3. septembar 2008.

1 Ispitati koji elementi niza iskaznih formula: A0 ≡ p, A1 ≡ (q ⇒ (p ⇒ q)) ⇒ ¬p, An ≡ An−2 ⇔ An−1, n ≥ 2, su
tautologije, odnosno kontradikcije.

Rexeǌe: Neka je I1 proizvoǉna interpretacija za koju je I1(p) = >, a I2 proizvoǉna interpretacija za koju je
I2(p) = ⊥. Tada je I1(A0) = >, a I2(A0) = ⊥. I1(A1) = I1((q ⇒ (p ⇒ q)) ⇒ ¬p) = I1(q ⇒ (p ⇒ q)) ⇒ I1(¬p) = (I1(q) ⇒
(I1(p) ⇒ I1(q))) ⇒ ⊥ = > ⇒ ⊥ = ⊥ i sliqno I2(A1) = I2(q ⇒ (p ⇒ q)) ⇒ I2(¬p) = I2(q ⇒ (p ⇒ q)) ⇒ > = >. Sada je
jasno I1(A2) = I2(A2) = ⊥, te je formula A2 kontradikcija. Poka�imo indukcijom da va�i I1(A3n) = >, I1(A3n+1) =
⊥ I1(A3n+2) = ⊥ I2(A3n) = ⊥, I1(A3n+1) = > I1(A3n+2) = ⊥. Odatle �e da sledi da su sve formule A3n+2 kontradik-
cije, a da ostale formule nisu ni tautologije ni kontradikcije. Bazu indukcije smo ve� dokazali. Pretpostavimo
da tvr�eǌe va�i za n i raqunajmo vrednosti za n + 1. I1(A3n+3) = I1(A3n+2) ⇔ I1(A3n+1) = ⊥ ⇔ ⊥ = >. Sliqno
izraqunamo i ostale vrednosti. ¤

2 Pokazati da u iskaznom raqunu va�i (A ∧B) ∧ C ` A ∧ (B ∧ C).

Rexeǌe: Pokaza�emo tri leme.

Lema 1: A ∧B ` A, tj. ¬(A ⇒ ¬B) ` A.
1. hipoteza ¬(A ⇒ ¬B)
2. A,¬A ` B ¬A ⇒ (A ⇒ ¬B)
3. teorema (¬A ⇒ (A ⇒ ¬B)) ⇒ (¬(A ⇒ ¬B) ⇒ ¬¬A)
4. MP(2,3) ¬(A ⇒ ¬B) ⇒ ¬¬A
5. MP(1,4) ¬¬A
6. teorema ¬¬A ⇒ A
7. MP(5,6) A.

Lema 2: A ∧B ` B, tj. ¬(A ⇒ ¬B) ` B.
1. hipoteza ¬(A ⇒ ¬B)
2. aksioma 1 ¬B ⇒ (A ⇒ ¬B)
3. teorema (¬B ⇒ (A ⇒ ¬B)) ⇒ (¬(A ⇒ ¬B) ⇒ ¬¬B)
4. MP(2,3) ¬(A ⇒ ¬B) ⇒ ¬¬B
5. MP(1,4) ¬¬B
6. teorema ¬¬B ⇒ B
7. MP(5,6) B.

Lema 3: A,B ` A ∧B, tj. A, B ` ¬(A ⇒ ¬B).
1. hipoteza A
2. hipoteza B
3. teorema B ⇒ ¬¬B
4. MP(2,3) ¬¬B
5. A,A ⇒ B ` B A ⇒ ((A ⇒ ¬B) ⇒ ¬B)
6. teorema ((A ⇒ ¬B) ⇒ ¬B) ⇒ (¬¬B ⇒ ¬(A ⇒ ¬B))
7. A ⇒ B,B ⇒ C ` A ⇒ C(5, 6) A ⇒ (¬¬B ⇒ ¬(A ⇒ ¬B))
8. MP(1,7) ¬¬B ⇒ ¬(A ⇒ ¬B)
9. MP(4,8) ¬(A ⇒ ¬B).

Dokazujemo sad tvr�eǌe.
1. hipoteza (A ∧B) ∧ C
2. Lema 1 ((A ∧B) ∧ C) ⇒ (A ∧B)
3. MP(1,2) A ∧B
4. Lema 2 ((A ∧B) ∧ C) ⇒ C
5. MP(1,4) C
6. Lema 1 (A ∧B) ⇒ A
7. MP(3,6) A
8. Lema 2 (A ∧B) ⇒ B
9. MP(3,8) B
10. Lema 3 B ⇒ (C ⇒ (B ∧ C))
11. MP(9,10) C ⇒ (B ∧ C)
12. MP(5,11) B ∧ C
13. Lema 3 A ⇒ ((B ∧ C) ⇒ (A ∧ (B ∧ C)))
14. MP(7,13) (B ∧ C) ⇒ (A ∧ (B ∧ C))
15. MP(12,14) A ∧ (B ∧ C) ¤

3 Ako u Bulovoj algebri va�i x ≤ y, u ≤ v, pokazati da tada va�i i x ∨ u ≤ y ∨ v.

Rexeǌe: Kako je x ≤ y, to je x∨ y = y, a kako je u ≤ v, to je u∨ v = v. Sada je (x∨ u)∨ (y ∨ v) = (x∨ y)∨ (u∨ v) = y ∨ v,
pa je x ∨ u ≤ y ∨ v. ¤
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4 Na�i proizvoǉan model i kontramodel konaqnog domena za formulu: F ≡ ∀x∀y∀z(p(f(x, y), z) ⇒ p(g(x, y), z)).

Rexeǌe: Model Neka je D1 = (N, IL) struktura definisana sa IL(p) = pI , IL(f) = fI , IL(g) = gI , gde:

pI(a, b) = > ako i samo ako . . . (stavimo bilo xta)
fI(a, b) = a

gI(a, b) = a.

Doka�imo da je D1 ² F . Pretpostavimo suprotno. Tada postoji valuacija v : V ar → N tako da je Iv(F ) = ⊥.
Po definiciji tada postoji valuacija v′ ∼x v tako da je Iv′(∀y∀z(p(f(x, y), z) ⇒ p(g(x, y), z))) = ⊥. Daǉe postoji
valuacija v′′ ∼y v′ tako da je Iv′′(∀z(p(f(x, y), z) ⇒ p(g(x, y), z))) = ⊥. I konaqno, postoji valuacija v′′′ ∼z v′′ tako
da je Iv′′′(p(f(x, y), z) ⇒ p(g(x, y), z)) = ⊥. Neka je v′(x) = m ∈ N. Tada je v′′(x) = v′(x) = m i neka je v′′(y) = n.
Daǉe je v′′′(x) = v′′(x) = m, v′′′(y) = v′′(y) = n i neka je v′′′(z) = l. Dobijamo: pI(fI(m,n), l) ⇒ pI(gI(m,n), l) = ⊥, tj.
pI(m, l) ⇒ pI(m, l) = ⊥. Kontradikcija. Ovo dokazuje da D1 jeste model za formulu F .

Kontramodel Neka je D2 = ({α, β}, IL) struktura definisana sa IL(p) = pI , IL(f) = fI , IL(g) = gI , gde:

pI α β
α >
β ⊥

(gde je prazno mo�e bilo xta)

fI(a, b) = a, a, b ∈ {α, β}
gI(a, b) = b, a, b ∈ {α, β}.

Doka�imo da je D2 2 F . Pretpostavimo suprotno. Tada za sve valuacije v : V ar → N va�i Iv(F ) = >. Po definiciji
tada za sve valuacije v′ ∼x v va�i Iv′(∀y∀z(p(f(x, y), z) ⇒ p(g(x, y), z))) = >. Daǉe za sve valuacije v′′ ∼y v′ va�i
Iv′′(∀z(p(f(x, y), z) ⇒ p(g(x, y), z))) = >. I konaqno, za sve valuacije v′′′ ∼z v′′ va�i Iv′′′(p(f(x, y), z) ⇒ p(g(x, y), z)) = >.
Uzmimo v′(x) = α. Tada je v′′(x) = v′(x) = α i uzmimo v′′(y) = β. Daǉe je v′′′(x) = v′′(x) = α, v′′′(y) = v′′(y) = β i
uzmimo v′′′(z) = β. Dobijamo: pI(fI(α, β), β) ⇒ pI(gI(α, β), β) = >, tj. pI(α, β) ⇒ pI(β, β) = >. Kontradikcija. Ovo
dokazuje da D2 jeste kontramodel za formulu F . ¤

5 Metodom rezolucije pokazati vaǉanost formule F ≡ (H ∧K) ⇒ L, gde je:

H ≡ ∀x∃y(p(x, y) ⇒ ∃z(q(f(x, y), z) ∨ q(x, z))),
K ≡ ∀yp(a, y) ∧ ∀y¬q(a, y),
L ≡ ∃y∃zq(f(a, y), z).

Rexeǌe: Ho�emo formulu ¬F = H ∧K ∧ ¬L da predstavimo u preneks formi.

¬F = H ∧K ∧ ¬L =
= ∀x∃y(p(x, y) ⇒ ∃z(q(f(x, y), z) ∨ q(x, z))) ∧ ∀yp(a, y) ∧ ∀y¬q(a, y) ∧ ¬∃y∃zq(f(a, y), z) =
= ∀x∃y(¬p(x, y) ∨ ∃z(q(f(x, y), z) ∨ q(x, z))) ∧ ∀yp(a, y) ∧ ∀y¬q(a, y) ∧ ∀y∀z¬q(f(a, y), z) =
= ∀x[ ∃y∃z(¬p(x, y) ∨ q(f(x, y), z) ∨ q(x, z)) ∧ p(a, x) ∧ ¬q(a, x) ∧ ∀z¬q(f(a, x), z) ] =
= ∀x∃y∃z[ (¬p(x, y) ∨ q(f(x, y), z) ∨ q(x, z)) ∧ p(a, x) ∧ ¬q(a, x) ∧ ∀z¬q(f(a, x), z) ] =
= ∀x∃y∃z∀t[ (¬p(x, y) ∨ q(f(x, y), z) ∨ q(x, z)) ∧ p(a, x) ∧ ¬q(a, x) ∧ ¬q(f(a, x), t) ].

Uvo�eǌem skolemovih funkcija y 7→ g(x) i z 7→ h(x) dobijamo klauznu formu:

∀x∀t[ (¬p(x, g(x)) ∨ q(f(x, g(x)), h(x)) ∨ q(x, h(x))) ∧ p(a, x) ∧ ¬q(a, x) ∧ ¬q(f(a, x), t) ].

Na ǌu primeǌujemo metod rezolucije.

C1 = {¬p(x1, g(x1)), q(f(x1, g(x1)), h(x1)), q(x1, h(x1))}
C2 = {p(a, x2)}
C3 = {¬q(a, x3)}
C4 = {¬q(f(a, x4), t4)}
C5 = {q(f(a, g(a)), h(a)), q(a, h(a))} Res(C1, C2, 1, 1) [x1 7→ a, x2 7→ g(a)]
C6 = {q(f(a, g(a)), h(a))} Res(C3, C5, 1, 2) [x3 7→ h(a)]
C7 = ∅ Res(C4, C6, 1, 1) [x4 7→ g(a), t4 7→ h(a)]

Kako smo dobili praznu klauzu to je uoqena klauzna forma nezadovoǉiva, a time je i formula ¬F nezadovoǉiva,
pa je F vaǉana. ¤

2



6 Metodom tabloa pokazati vaǉanost formule H ⇒ K, gde je:

H ≡ ∀x∀y(p(x, y) ⇒ q(x, y)) ∧ ∀x∃yp(x, y) ∧ ∀x∀y(q(x, y) ⇒ ¬s(x, y)) ∧ ∀x∃yq(x, y),
K ≡ ∀x∀y(s(x, y) ⇒ ¬p(x, y)) ∧ ∃xq(a, x) ∧ ∃xp(b, x).

Rexeǌe:

1 F H ⇒ K
2(1) T H
3(1) F K

4(2) T ∀x∀y(p(x, y) ⇒ q(x, y))
5(2) T ∀x∃yp(x, y) ∧ ∀x∀y(q(x, y) ⇒ ¬s(x, y)) ∧ ∀x∃yq(x, y)

6(5) T ∀x∃yp(x, y)
7(5) T ∀x∀y(q(x, y) ⇒ ¬s(x, y)) ∧ ∀x∃yq(x, y)

8(7) T ∀x∀y(q(x, y) ⇒ ¬s(x, y))
9(7) T ∀x∃yq(x, y)
↙ ↘

10(3) F ∀x∀y(s(x, y) ⇒ ¬p(x, y)) 11(3) F ∃xq(a, x) ∧ ∃xp(b, x)
12(10) F ∀y(s(c, y) ⇒ ¬p(c, y)) ↙ ↘

13(12) F s(c, d) ⇒ ¬p(c, d) 26(11) F ∃xq(a, x) 27(11) F ∃xp(b, x)
14(13) T s(c, d) 28(9) T ∃yq(a, y) 31(6) T ∃yp(b, y)

15(13) F ¬p(c, d) 29(28) T q(a, e) 32(31) T p(b, f)
16(15) T p(c, d) 30(26) F q(a, e) 33(27) F p(b, f)

17(4) T ∀y(p(c, y) ⇒ q(c, y)) ×(29, 30) ×(32, 33)
18(17) T p(c, d) ⇒ q(c, d)

↙ ↘
19(18) F p(c, d) 20(18) T q(c, d)

×(16, 19) 21(8) T ∀y(q(c, y) ⇒ ¬s(c, y))
22(21) T q(c, d) ⇒ ¬s(c, d)

↙ ↘
23(22) F q(c, d) 24(22) T ¬s(c, d)

×(20, 23) 25(24) F s(c, d)
×(14, 25)

¤
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