
Uvod u matematiqku logiku, Septembar 2015.

1. Na Ostrvu vernika i nevernika (vernici uvek govore istinu, nevernici uvek la�u) stanovnici A i B
su muziqari. Poznato je da svaki od stanovnika A i B svira ili trubu ili trombon. A i B, kao i

�ihovi prijate	i C i D, su dali slede�e izjave:

A: Ako sam ja trubaq, onda je B trombonista.

B: A je ili vernik ili trombonista.

C: Taqno jedan od A i D je vernik.

D: Ako je A vernik, onda je i C vernik.

Xta mo�emo da zak	uqimo?

Rexe�e. Oznaqimo sa p iskaz \A je trubaq.", a sa q iskaz \B je trubaq." Tada ¬p i ¬q redom znaqe \A
je trombonista." i \B je trombonista." Iz datih izjava imamo:

a⇔ (p⇒ ¬q) = 1 (1)

b⇔ (a Y ¬p) = 1 (2)

c⇔ (a Y d) = 1 (3)

d⇔ (a⇒ c) = 1 (4)

Komentarixemo po slovu a. Ako je a = 1, tada iz (3) imamo da je c = ¬d, a iz (4) da je d = c, xto je

kontradikcija.

Dakle, a = 0, pa iz (1) imamo da je p = 1 i q = 1. Iz (2) je tada b = 0. Iz (4) je d = 1, pa je konaqno iz
(3) c = 1. Prema tome, A,B su nevernici i trubaqi, a C i D su vernici. a

2. Neka su A,B,C proizvo	ni skupovi. Dokazati: A ∩ (B∆C) = B akko A ∩ C = ∅ i B ⊆ A.

Rexe�e. Imamo da je χA∩(B∆C) = χAχB +χAχC . Primetimo da je A∩C = ∅ ekvivalentno sa χAχC = 0,
a B ⊆ A je ekvivalentno sa B ∩A = B, tj. χAχB = χB.

(⇒) Pretpostavimo A∩(B∆C) = B. Tada je oqigledno B ⊆ A, pa je χAχB = χB. Ubacuju�i ovu jednakost
u χAχB + χAχC = χB dobijamo χAχC = 0, odakle je A ∩ C = ∅.
(⇐) Pretpostavimo B ⊆ A i A∩C = ∅, tj. χAχB = χB i χAχC = 0. Koriste�i ove jednakosti dobijamo:

χA∩(B∆C) = χAχB + χAχC = χB + 0 = χB, odakle sledi A ∩ (B∆C) = B. a

3. Neka su f, g : X −→ Y . Dokazati: f = g akko f−1[g[A]] ⊇ A za sve A ⊆ X.

Rexe�e. (⇒) Treba da doka�emo f−1[f [A]] ⊇ A, za sve A ⊆ X. Neka je A ⊆ X proizvo	no. Ako x ∈ A,
po definiciji direktne slike f(x) ∈ f [A], pa po definiciji inverzne slike x ∈ f−1[f [A]]. Dakle,

A ⊆ f−1[f [A]].

(⇐) Pretpostavimo da A ⊆ f−1[g[A]] va�i za sve A ⊆ X. Dovo	no je da doka�emo da je f(x) = g(x),
za sve x ∈ X. Neka je x ∈ X proizvo	no. Uoqimo A = {x}. Tada je g[A] = {g(x)}. Kako x ∈ A,
po pretpostavci sledi da x ∈ f−1[g[A]]. Prema definiciji inverzne slike f(x) ∈ g[A] = {g(x)}, tj.
f(x) = g(x). a

4. Konstruisati bijekciju izme�u skupova X = {3n | n ∈ N} i Y = {3n2 | n ∈ N}.

Rexe�e. Proverite da je sa f(x) = 3(n/3)2 dobro definisana bijekcija f : X −→ Y . a

5. Na skupu A = {α, β, γ, δ, ε, η} slede�om slikom definisan je model A jezika L = {r} (ar r = 2):
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Zapisati formule Fa(x), za sve a ∈ A, takve da Fa(x) definixe a.



Rexe�e. Na slici postoji jedinstven podgraf oblika:
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i polo�aj svakog elementa u �emu jedinstveno definixe elemente α, δ, ε. Dakle formule koje definixu
α, δ, ε mogu da budu:

Fα(x) = ∃yz(r(x, y) ∧ r(z, x) ∧ r(z, y)); Fδ(y) = ∃xz(r(x, y) ∧ r(z, x) ∧ r(z, y));

Fε(z) = ∃xy(r(x, y) ∧ r(z, x) ∧ r(z, y)).

γ je jedinstveni element koji nema ulaznu strelicu, pa ga definixe formula:

Fγ(x) = ∀y¬r(y, x).

β je jedinstveni element koji ima ulaznu i izlaznu strelicu iz ε, koje smo ve� uspeli da definixemo,

pa je npr:

Fβ(x) = ∃y(Fε(y) ∧ r(x, y) ∧ r(y, x)).

Konaqno, η nema izlaznu strelicu i ima samo jednu ulaznu strelicu. To mo�emo zapisati sa:

Fη(x) = ∀y¬r(x, y) ∧ ∃y[r(y, x) ∧ ∀z(r(z, x)⇒ z = y)].
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